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1.1 Was ist eine Grof3e?

Welche der folgenden 12 Angaben sind ,GréRen“?
15 DM 7m 13.15 Uhr 3 Kelvingrade 163 m U.NN. +17

15°C 3,1415.. 6 h 27 min 29 | 2/3 V3

Ein erster Blick kdnnte dazu verfuhren, alle Angaben mit Einheiten, also die ,benannten
Zahlen® als Grof3en zu betrachten und alle anderen nicht. Das ist jedoch zu einfach und
falsch. Wir missen deshalb etwas sorgfaltiger Uberlegen, was Kennzeichen von Gro-
Ren sind. Wir tun dies, indem wir Gberlegen, was man mit Grof3en tun kann und was
nicht.

Sinnvollerweise moéchte man zwei Gréf3en derselben Art miteinander vergleichen kon-
nen und zwar so, dass man eindeutig bestimmen kann ob sie gleich, oder ob die eine
groRer oder kleiner ist als die andere. Welche Angaben in der obigen Sammlung erful-
len dieses Kriterium und welche nicht? Revidieren Sie lhre Vorstellung daraufhin. Wir
sollten also zunachst alle Angaben zulassen, die diese Forderung erfullen. Dabei
scheidet allerdings keines unserer angegebenen Beispiele aus.

Eine zweite sinnvolle Forderung an Gro3en ein und derselben Art ist die, dass man
zwei GroRRen sinnvoll addieren kann und wieder eine Grol3e derselben Art erhalt. Wel-
che Angaben in der obigen Sammlung erfillen dieses Kriterium und welche nicht? Re-
vidieren Sie lhre Vorstellung erneut. Warum fallen die Angaben 13.15 Uhr, 163 m . NN
und 15°C auf Grund dieses Kriteriums heraus?

Wir kdnnen — @hnlich wie bei den Zahlen — keine explizite Definition geben, sondern nur
eine implizite und wollen deshalb den Begriff der GréRe axiomatisch fassen. Wir kdn-
nen nur sagen: ,wenn man das und das mit ihnen tun kann, dann sprechen wir von
Zahlen®. Analog definieren wir den Begriff der GroRen.

1.2 Was kann man mit Gré3en tun?

1. Man kann Grol3en eines Bereichs miteinander vergleichen:
Vorsicht: es handelt sich nicht um einen blof3en Mal3zahlvergleich:
7 kg <9 h ist blanker Unsinn; aber 3 dm <2 m, obwohl 3 > 2.

2. Man kann Gro6f3en ein und desselben Bereichs miteinander addieren:
Vorsicht: es handelt sich nicht um eine blol3e Mal3zahladdition:
7 kg + 9 h =16 kgh ist blanker Unsinn.
3 ... +12 .. =192
Erganzen Sie diese Gleichung mit passenden Einheiten, so dass sie stimmt!
Die Addition kann auch umgekehrt werden, sofern Minuend > Subtrahend ist.
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3. Man kann Gro63en vervielfachen (mit natirlichen Zahlen oder mit Bruchzahlen):

n*g=g+g+g+..+g (ngleiche Summanden g). Abbildung von N x G in G.

Die Vervielfachung kann auf die Addition zurtckgefuhrt werden und ist eigentlich
zunéachst keine eigenstandige Verknipfung von GréRen, sondern nur eine ver-
kirzte Schreibweise.

Diese Vervielfachung hat zwei Umkehrungen, wie folgendes Beispiel zeigt:
Beispiel: 3*5cm =15 cm.

a) 15cm:3=5cm.
Wir teilen 15 cm in drei gleichlange Teile. Wie lang ist ein Teil?
Oder: Wir verteilen 15 cm an drei Leute. Wie viel bekommt jeder?
Diese Umkehrung nennt man Teilen oder Verteilen.
Das Ergebnis einer solchen Aufgabe ist eine Grole.

b) 15cm:5cm = 3.
Wir schneiden von einem Stiick von 15 cm Lange einzelne Stlcke zu je 5 cm
ab. Wie viele Stucke erhalten wir?
Oder: Wir messen 15 cm mit 5cm aus? Wie oft passt es hinein?
Diese Umkehrung nennt man Aufteilen oder Messen.
Das Ergebnis einer solchen Aufgabe ist eine reine Zahl.

4. Die wichtigsten GroRRenbereiche in der Schule:

Naturliche Zahlen, positive Bruchzahlen, positive reelle Zahlen, Geldwerte, Zeit-
dauern, Langen; Gewichte (Massen), Rauminhalte, Flacheninhalte.

Bereits in Klasse 1 werden Geldwerte und Langen eingefuhrt.

Ab Klasse 2 werden Zeitdauern behandelt. Die restlichen drei GroRen werden ab
Klasse 3 behandelt. Sinnvoll ware die etwa gleichzeitige Behandlung von Gewicht
und Volumen (warum gerade diese beiden?) in Klasse 3 und die Flacheninhalte
als schwierigster GréRenbegriff (warum?) erst in Klasse 4.

Wir halten abschlielRend noch einmal fest:

GroRRen sind nicht dadurch gekennzeichnet, dass sie Zahlenangaben mit Einheiten sind,
sondern durch obige Forderungen charakterisiert, die wir im Folgenden noch prazisie-
ren wollen. Deshalb sind z. B. auch die natirlichen Zahlen oder die positiven Bruchzah-
len oder die positiven reellen Zahlen Grol3en.
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1.3 Mathematische Beschreibung eines GréRRenbereiches (G, +, <)

Durch folgende Axiome wird die Struktur eines Groél3enbereichs axiomatisch festge-
legt:

Gl: (G, <)ist eine strenge Ordnungsstruktur mit Trichotomieeigenschaft: d. h.:
a) Die Relation < ist transitiv und irreflexiv
b) Fir zwei Grol3en a, b € G gilt stets genau eine der drei Gleichungen:
() a<b (i) b<a (i) a=b

Gll: (G, +) ist ein assoziatives und kommutatives Verknupfungsgebilde (d. h.
eine komm. Halbgruppe):

a) Furallea,b,ce Ggilt: (a+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz
b) Furallea,be Ggilt: a+b=Db+a; Kommutativgesetz

Glll: Die Gleichung a+x=b mita, b € G besitzt genau dann eine Lésung x in
G,wenn a<b gilt. (Lésbarkeitsaxiom).

Zuséatze: Manche GroRRenbereiche besitzen dariiber hinaus bestimmte zuséatzliche Ei-
genschaften. Die wichtigsten davon sind folgende:

Teilbarkeitseigenschaft (TB):
Zu beliebigena € G und n € N gibt es stets x e G mit n*x = a.

Dies ist die Eigenschaft der Teilbarkeit und sie besagt anschaulich nichts anderes als:
Jede GroRRe aeG lasst sich stets in n gleiche Teile teilen.
Welche der genannten GroRRenbereiche besitzen diese Eigenschaft, welche nicht?

Kommensurabilitatseigenschaft (Komm):
Zu beliebigen a,b € G gibtesstets p,ge N mit p*a=q*b.

Dies ist die Eigenschaft der Kommensurabilitdt und sie besagt Folgendes:
Je zwei GrolRen a und b € G haben ein rationales Verhéltnis a:b=q: p,
bzw. jede Grol3e aus G lasst sich durch jede andere mit rationaler Mal3zahl ausdri-

cken:azﬂ*b bzw. b:B*a.
p q

Diese beiden Zusatzeigenschaften sind wichtig fir die Begrindung der Bruchrechnung:

a) Hat ein GroRRenbereich (GB) die Eigenschaft TB, so kann man in ihm jede Bruch-
zahl konkret als Grol3e realisieren: Man wéahlt irgendeine GroRRe als Einheit. Diese
lasst sich wegen TB in eine beliebige Anzahl von gleichen Teilen unterteilen.
Durch Vervielfachen kommt man zu beliebigen Briichen. Man kann also in einem
solchen GB konkrete Bruchrechnung betreiben. Man kann also alle Bruchzahlen
erzeugen. Warum hat z. B. der Bereich der Geldwerte nicht die Eigenschaft TB?
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b) Hat ein GB die Eigenschaft Komm, so kann man jedes seiner Elemente darstellen
als rationales Vielfaches jedes beliebigen anderen. Man kann dann jede Grol3e des
Bereichs mit rationaler Mal3zahl beschreiben, man kommt also allein mit Briichen als
Mal3zahlen aus. Warum hat z. B. der Bereich der Langen nicht die Eigenschatft
Komm? Denken Sie an die Langen von Seite und Diagonale in einem Quadrat.

c) Hat ein GroR3enbereich beide dieser Eigenschaften, so ist er ein geeignetes Modell
zur Konkretisierung von Bruchzahlen, denn erstens kommen in ihm alle Bruchzahlen
als Mal3zahlen vor und zweitens kommt man mit diesen aus, d. h. es kommen kei-
ne anderen Mal3zahlen als Bruchzahlen vor. Der Bereich ist daher ein geeignetes
Modell fir konkrete Bruchrechnung.

Der Bereich der Langen hat zwar die Eigenschaft TB, jedoch nicht Komm.

Der Bereich der naturlichen Zahlen hat zwar die Eigenschaft Komm, jedoch nicht TB.
AbschlieRende Zusatzbemerkung:

Nicht alles, was eine ,Einheit” neben einer Zahl hat, ist eine Grol3e.

Umgekehrt muss eine Grol3e nicht unbedingt eine Zahl mit Einheit sein.

Auch (N, +, <) ist ein GroRenbereich! Prifen Sie die Axiome Gl bis GlII.

Ebenso bilden die positiven Bruchzahlen einen solchen (mit TB und Komm).

1.4 Unterscheidung zwischen Reprasentanten und Gréf3en

Wir zeigen die Notwendigkeit der Unterscheidung zwischen Reprasentant und Grol3e
an einfachen Beispielen:

a) Gegeben sind die gleichlangen aber verschiedenen Strecken AB und CD.

Wir betrachten einen Punkt P auf der Strecke AB.

5cm 5cm
\

A P B C D

Offensichtlich gilt zwar P e AB , aber andererseits P ¢ CD.

Daraus schlieRen wir, dass die Strecken AB und CD - obwohl zwar gleich lang! —
als Punktmengen (Strecken) voneinander verschieden sind. Die beiden Strecken
sind Trager (Reprasentanten) einer Eigenschaft Lange und nur diese Eigenschaft ist

bei beiden gleich. Man nennt die Strecken Reprasentanten der Lange | AB|. Ge-
nau genommen muss man also zwischen einer Strecke AB als Reprasentant und
ihrer Lange | AB| als GroRe unterscheiden.

Zwar ist |aB| = |cD] (Langen sind gleich),

aber es ist AB # CD (Strecken sind nicht gleich).
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b) Ein und derselbe Reprasentant kann Trager sehr verschiedener Grol3en sein (eine

Person etwa von: Haarfarbe; Korpergrof3e d. h. LaAnge; Kdrpergewicht; Kérpervolu-
men; u. v. a. m.).

Wir zeigen dies an einem zweiten Beispiel:
In der Schule sollen die beiden folgenden Aufgaben bearbeitet werden:

*2 *3
- [

Was wird ein Schuler als Ergebnis hinschreiben?

v

Geben sie mindestens 5 verschiedene denkbare Schilerlésungen an und interpre-
tieren Sie diese im Sinne der vorgenannten Vorstellungen!

Welche GroRRen koénnte die Figur (der Reprasentant Kastchen bzw. Winkelhaken)
reprasentieren? Denken Sie an Anzahl, Flacheninhalt, LAnge (Umfang), Winkelgré-
e u.v.a.m.

Operatoren wirken stets auf Grof3en, nie auf Représentanten!

Ein Drittes Beispiel mag die Wichtigkeit der — zumindest im Kopf des Lehrers — not-
wendigen Unterscheidung zwischen Gréf3e und Reprasentant deutlich machen:

Bei der Aufforderung ,Zeichnen Sie ein Rechteck® wird man in aller Regel die erste
der beiden obigen Figuren geliefert bekommen. Was ist der Unterschied zwischen
beiden Figuren? Hat die erste Figur denn Gberhaupt einen Flacheninhalt, wenn die
Punkte im Inneren offensichtlich gar nicht zur Figur gehdren? Gehdrt das Innere zur
Figur ,Rechteck” oder nicht? Und warum zeichnen wir es dann nicht?

U. a. macht genau diese Problematik den Begriff des Flacheninhalts und seine Un-
terscheidung vom Umfang so schwer! (siehe auch unter Teil 1.9).



8 Prozentrechnung
1.5 GroRen und Reprasentanten. Eine Ubersicht

GroRe Reprasentanten | Einheiten Messgerat Messprozess

Lange Strecken mm, cm, dm, m, Meterstab, MaR3- Anlegen

km

band

Flacheninhalt Flachenstiicke mmz, cm?, dm2, m2 | Messquadrate, Uberdecken mit
a, ha, kmz Rasterfolien Messquadraten
Rauminhalt Korper, Hohlkdrper | mm3, cm3 = ml, Messwiirfel Ausfillen mit Mess-
dms3 =1, hl, m3 wirfeln
Gewicht Korper mg, g, kg, t Waage Austarieren mit
Wagestiicken
Zeitdauer Vorgange s, min, h, d, w, a Uhr, Metronom, Ausmessen mit
Puls, Zahlen etc. Normvorgangen.
Geldwert Wertsachen Cent, Euro, $, .. Vergleichswahrung [ Einschéatzen

1.6 Allgemeines zur Behandlung der GroRenbereiche

Mathematik ist mehr als Rechnen!

Mathematik ist die Kunst Rechnungen zu umgehen!

Nach meinem Eindruck werden in der Schule viel zu sehr die formalen Fertigkeiten
(Regelverhalten) bevorzugt und betont. Die mehr informellen Fertigkeiten und

Kenntnisse wie Schatzen, naive, informelle, nichtnormierte, heuristische, probierende
Vorgehensweisen kommen - vollig zu unrecht - absolut zu kurz.

Unsere Schiler verlassen die Schule manchmal als gut trainierte Rechenknechte (auch
das nur noch selten), aber als Analphabeten in Bezug auf ein ausgepragtes Zahlen-
und GroRengefuhl. Ein solches auszubilden ist aber eines der wichtigsten Ziele der
Schule und dort vor allem des Mathematikunterrichts.

Muss es denn immer so furchtbar exakt sein? Genigt nicht oft genau so gut ein grober
N&aherungswert anstelle des genauen Ergebnisses? Warum darf nicht probiert werden,
sondern muss der wohltrainierte Algorithmus verwendet werden? Das entspricht nicht

den Verhaltensweisen im Alltagsleben.

Ist es nicht so, dass wir oft einer Schillerhaltung begegnen, die in folgendem bdsen
Bonmot zusammengefasst werden kdnnte:

»Ich weils zwar nicht was ich rechne, aber dafiir rechne ich es unheimlich genau!*

Ergebnisse, die z. B. mit dem Taschenrechner ermittelt wurden, werden kritiklos akzep-
tiert und wenn sie noch so unsinnig sind!

Vor dem rechnerischen Umgang mit Gr63en mussen die Schiler einen Begriff
und eine Vorstellung davon haben, was eine Grol3e ist.
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Eine kleine selbst erlebte Episode mag erhellen, in welch unkundigem Zustand sich un-

sere Schuler bezuglich des GroRenverstandnisses befinden: Meine kleine Tochter sag-

te zu mir, als ich im Badezimmer gerade von der Waage stieg:

,Papa, wie grol} bist du? Ich bin schon drei!®.

Was unterscheidet diese Unreife von der eines Schulers, der auf die Frage nach dem
Flacheninhalt eines Kreises die Antwort ,6 cm® gibt?

Eine der wichtigsten Tatigkeiten zum Verstandnis eines GroRenbegriffs sind Messpro-
zesse. Haben Sie schon einmal Flachengré3en ausgemessen, wirklich ausgemessen,
nicht berechnet? Was ware ein geeignetes Messgerat? Was musste man tun? Mit kon-
kreten Messprozessen lernen die Schuler GroRenbegriffe kennen: ,Das was ich mit
dem MetermalR messe sind Langen, das was ich mit der Waage messe sind Gewichte
(Massen), das was ich mit der Stoppuhr messe sind Zeitdauern, das was ich mit dem
Literbecher messe sind Volumina, das was ich mit dem Quadratraster messe sind Fla-
cheninhalte etc.”.

Die Schiler miussen z. B. den Unterschied kennen: Rechteck = Umfang # Inhalt.
Umfang = Lange der Randlinie
Inhalt = GroRe (Platz) des Flachenstiicks

Sinnvolles Schatzen, Uberschlagiges Bestimmen (grof3ztigig) evtl. durch gedankliches
Ausmessen, Vergleichen mit Bekanntem (man muss einiges wissen um schéatzen zu
kénnen!) sind wichtige Aktivitaten und Kompetenzen, die im Mathematikunterricht der
Schule gelehrt und gelernt werden missen:

Beispiele:

Schatzen Sie das Volumen einer erwachsenen Person, den Rauminhalt einer Bade-
wanne, das Gewicht (Masse) eines Autos, die GroRe (Grundflache und auch Volumen)
eines Zimmers, die Flachengrol3e einer Wohnung, eines Ful3ballplatzes, der BR
Deutschland, den Flacheninhalt eines Blattes DIN-A4 , den eines Schreibtisches
u.v.a.m.

Das Wichtigste ist der allmahliche Auf- und Ausbau eines Systems von Standardre-
prasentanten fur jeden GrofRenbereich durch spiralige Behandlung:

Wir geben ein denkbares Beispiel fir den Bereich der Gewichte (Massen):

Zuerst wird man nur den kg-Bereich behandeln und sich einpréagen und dann allméhlich
nach beiden Seiten ausbauen.

100t | 10t | 1t 100 kg 10 kg 1kg 100 g 10g 1lg
Evil. | Loko- | LKW |PKW Mann Kleiner |Zucker-| Schoko Stan- Cent- Ewvtl.
_ |motive Eimer mit | packet, | ladetafel dard- minze )
weiter Wasser | volle brief weiter
Liter-
flasche

Stellen Sie analoge Ubersichten fur die anderen GréRenbereiche auf.

Wie sieht das im Bereich der Zeitdauern aus?

Wenn man die Tabelle aufsteigend von rechts nach links anordnet, erhalt man eine
Stellenwerttafel fir den betreffenden Grof3enbereich! (falls Einheitensystem dezimal!).
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1.7 Messgerate und Messverfahren fur einige Gro3en

Gewicht:

Rauminhalt:

Zusatz:

Flacheninhalt:

Lange:
Zeitdauer:

Tafelwaage mit Wagesticken (Standardreprasentanten!); Feinwaage
(Chemie), Briefwaage, Kiichenwaage, Dezimalwaage, Personenwaa-
ge, Brickenwaage.

a) Umflllen, Eintauchen, Ausmessen mit Messbecher oder Messzy-
linder.

b) Auslegen oder Nachbauen mit Messwurfeln.
Wie wird z. B. das Volumen eines Auto-Kofferraumes gemessen?

Warum ist der Gebrauch eines ,Messbechers“ beim Kochen oder Ba-
cken didaktisch auf3erordentlich kontraproduktiv? Warum kann das
Abmessen von , 100 g“ Zucker mit diesem Gerat zur Verwirrung be-
zuglich der Grof3enbegriffe fihren?

Auslegen oder Uberdecken mit Messquadraten. Hervorragende Fla-
chenmessgeréate sind Rasterfolien. Man fihre Messungen durch an
Briefmarken, Notizzetteln, Papierblattern, Postkarten, Schreibtischen,
Fensterflachen, etc.

Lineal, Zollstock, Meterstab, MalRband, Messstange, etc.

Zahlen, Pulsschlag, Sanduhr, Metronom, Sonnenlauf, Mondlauf, Uh-
ren aller Art. Welche Normvorgéange werden bei verschiedenen Sorten
von Uhren als VergleichsgréRen realisiert? Sanduhr, Pendeluhr, Ta-
schenuhr, Quarzuhr, Atomubhr, ...

1.8 Methodische Stufenfolge bei der Einfihrung von Grdofien

Vor dem rechnerischen Umgang mit Gr63en mussen die Schiler einen Begriff
und eine Vorstellung davon haben, was eine Grél3e ist.

Folgende Stufenfolge (mit Varianten) wird in der Didaktik empfohlen. Wir wahlen im
Folgenden den Grél3enbereich der Gewichte zur lllustration.

Stufe 1. Sammeln von spielerischen Erfahrungen in Sachsituationen durch direkten,
d. h. unmittelbaren Vergleich von Repréasentanten:
Man vergleicht z. B. Korper nach ihrem Gewicht durch Abschatzen in der
Hand oder indem man sie an die beiden Seiten einer ,Waage* (Kleiderbugel,
Hebel, etc. ) hangt.
Ziel: Gleichheitsbegriff; Ordnungsrelation schwerer — leichter.
Wie sieht diese Stufe bei anderen Gré3en aus?
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Stufe 2: Mittelbarer Vergleich unter Verwendung beliebiger willkirlicher Mal3einhei-
ten:
Die Schokoladetafel ist leichter als die Milchflasche, die Milchflasche leichter
als der Wassereimer, also ...
Wichtig ist hierbei das Entdecken der Transitivitat der Ordnung. AuRerdem ist
es sinnvoll, bereits hier bevorzugt kiinftige Standardreprasentanten zum Ver-
gleichen und Ausmessen heranzuziehen (spiraliges Lernen).

Stufe 3: Vergleichen und Ausmessen mit Normrepréasentanten.
Einfihrung der Standardeinheiten.
Erste Schritte zum Aufbau des betreffenden Einheitensystems:
Wagestucke einer Tafelwaage: 1 kg, 100g, 10g, 1g.
Nutzung standardisierter Messverfahren.

Stufe 4: Ausbau des Einheitensystems.
Aufbau eines Systems von Standardreprasentanten tiber einen méglichst gro-
Ben Wirklichkeitsbereich. Vgl. die Tabelle oben in Abschnitt 1.6.

Stufe 5: Rechnen mit GroRRen des Bereichs:
Addieren, Vervielfachen, Umwandeln zwischen verschiedenen Einheiten.

Bitte beachten Sie: Das Rechnen mit Gr63en steht nicht am Anfang der Befassung,
sondern am Ende. Es gibt Vieles vorher zu tun, um einen GréRenbegriff zu be-
handeln. Das Rechnen ist nur noch ein Zusatz und keineswegs der Wichtigste!
Hinweis:

Der rechnerische Umgang mit Gr63en macht nur einen Bruchteil dessen aus, was
Schuler im Mathematikunterricht tber Gré3en lernen sollten. Mathematik ist mehr
als Rechnen. Der Aufbau eines verninftigen Zahlen- und GrofRengefihls leistet
mehr zur Heranbildung mindiger Birger, als sturer und blinder Rechendrill ohne
konkrete Vorstellungen und Beztige zur Wirklichkeit.

1.9 Ziele des Sachrechnens bzw. des Arbeitens mit Grol3e

e Aufbau eines gesicherten Grof3enbegriffs (was ist Gewicht, was Rauminhalt?).

e Aufbau geeigneter Vorstellungen fur einzelne Gro3en (System von Standard-
reprasentanten).

e Fahigkeit zum Umwandeln einer GroRe in verschiedene ihrer Einheiten. Uber-
blick Gber das jeweilige Einheitensystem.

e Rechnen mit Gr6Ren. Erfahrungen im Umgang mit Gro3en beim Sachrechnen.
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Eine geeignete Malinahme zur Verwirklichung dieser Ziele im Sachrechnen ware z. B.
folgende Methode:

Bevor irgendeine Aufgabe zum Sachrechnen angegangen wird, wird eine vernunftige
Schatzung abgegeben: Was muss denn etwa rauskommen?

Das fordert die Entwicklung und den Aufbau eines Zahlen- und GréRengefiihls unge-
mein und schult das Vermodgen zum Schéatzen. Da Schatzen immer ein ,Vergleichen mit
Bekanntem® ist, beruht die Fahigkeit zum Schatzen notwendigerweise auf dem Aufbau
eines geeigneten Systems von Vergleichsgrofen, den ,Standardreprasentanten®. Au-
Berdem schafft Schatzen Wirklichkeitsbezug fur die Mathematik. ,Wenn ich den Preis
fur 1 kg Rindfleisch ausrechnen soll, muss etwas in der Gréfzenordnung von 10 bis 20 €
herauskommen.“ (Stand 2005). Man hat damit eine gute Plausibilitdtskontrolle fiir grobe
Rechenfehler.

1.10 Besondere Schwierigkeiten beim Gr6Renbegriff Flacheninhalt

Warum ist der Grol3enbegriff der Flacheninhalte fur Schuler mit ganz besonderen
Schwierigkeiten verbunden? Wir nennen vier wesentliche Griinde dafur:

1. Im Gegensatz zu fast allen anderen Grof3en haben Schuler i. Allg. keinerlei Vorer-
fahrungen im Umgang mit FlachengrdRen aus dem taglichen Leben (eventuelle
Ausnahmen: Kinder aus Bauernfamilien kénnten Grundstiicksgrof3en kennen).

2. Flacheninhalte werden fast nie gemessen, sondern meistens berechnet (dabei
werden Langen gemessen; denken Sie an den Messbecher!). Deshalb ist der Begriff
der GroRRe Flacheninhalt wenig ausgebildet.

3. Flachenstucke werden im Mathematikunterricht - auch in Lehrbichern - fast immer
nur als Linienfiguren und nicht wirklich als Flachenstiicke prasentiert. Das verlei-
tet zur Verwechslung mit dem Umfang. Es fehlt an der ndtigen Grundlegung.

4. Fehlende sprachliche Unterscheidung zwischen Figur und GrofR3e:
Bei vielen anderen Grofl3en wird sprachlich zwischen Reprasentant und Gro3e un-
terschieden:

e Eine Strecke hat eine gewisse Lange.
e Ein Korper hat einen gewissen Rauminhalt.
¢ Ein Vorgang dauert eine gewisse Zeitspanne.

Anders ist dies bei Flachenstlcken: Wir verwenden den Begriff ,Flache® sowohl fur
die Figur (also den Reprasentanten Flachenstlck) als auch fur seine GroéReneigen-
schaft ,Flacheninhalt®.

Beispiel: Wie grol} ist die Flache des Rechtecks?
Sorgfaltig musste man formulieren:

“‘Wie grol} ist der Flacheninhalt der Rechtecksflache?“
,Die Rechtecksflache hat einen Flacheninhalt von 15 cm?.*

Stattdessen sagt man schlampig und verwirrend, aber einfach:
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,Die Rechtecksflache betragt 15 cm.“

Man kann als Lehrerin oder Lehrer in Kenntnis dessen geeignete Mal3hahmen er-
greifen, um diese Defizite zu verringern bzw. auszugleichen und entsprechende
Fehler zu vermeiden. Welche MalRnhahmen wirden Sie ergreifen?

1.11 Unterrichtsbeispiele fur die Gr63e Zeitdauer

Zeitspannen und Zeitpunkte:

Als erstes gilt es, den Unterschied zwischen Zeitpunkten (Skalenwerten) wie z. B.
13.15 Uhr und Zeitdauern (Zeitspannen) wie z. B. 3h 20 min auch in der konsequenten
Schreibweise wie hier dargestellt herauszuarbeiten. Die Zeitdauern sind Grof3en, nicht
die Zeitpunkte.

Fir die Berechnung von Zeitspannen bietet sich folgende Darstellungsform an:

Wie lange dauert es von 19.52 Uhr am Abend bis 8.17 Uhr am nachsten Morgen (z. B.
Nachtfahrt)?

19.52 —*8min_ 5000 —" 5 24.00 —8"_, 8,00 +—*17Min_, g 17

Insgesamt also 8 min+4h+8h+ 17 min =12 h 25 min.

Die stellenweise schriftliche Subtraktion von Uhrzeiten sollte wegen des nichtdezimalen
Einheitensystems und der daraus resultierenden Fehleranfalligkeit unterbleiben. Die
obige Pfeildarstellung (Operatoren) ist nahe an der Wirklichkeit angelehnt und tber-
sichtlich.

Bereitstellung von Standardreprasentanten:
Man muss Vorgange kennen, die etwa 1 s, 1 min, 1 h, 1d, 1 w, 1 Mon. bzw. 1 a dauern.
Umgekehrt muss man fur wohlbekannte Vorgange die etwaige Dauer kennen:

Wie lange dauert 1 Pulsschlag, 1 Atemzug, 1 Schulstunde, 100 m - Lauf, 1 000 m -
Lauf, Marathonlauf, evtl. Lichtwege (Erde-Sonne).

Die Schiler sollen Vorstellungen von Zeitdauern einiger Vorgange entwickeln und sol-
che messen und vergleichen.

Rechnen mit Zeitspannen:

Das Berechnen von Zeitspannen als Unterschiede von Zeitpunkten kann am besten an
Hand von Fahrplanstudien betrieben werden. Dabei muss man natirlich auch immer
wieder (s. 0.) Zeitdauern mit verschiedenen Einheiten addieren und ggf. umwandein.
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Wichtig ist das Vervielfachen und Teilen von Zeitspannen:

Dies ist erstens Grundlage fur die Umwandlung zwischen den verschiedenen Einheiten
und zweitens Grundlage fur die Veranschaulichungen beim Bruchrechnen (konkrete
Brtiche).

Beispiele zum Vervielfachen:
Berechne das 2- (3-, 4-, 5-, 10-, 12-, 24-, 60-) fache von
a)ls, 1min, 1h, 1d, 1w, .. b) 17s, 43 min, 19h, 37d,

Wichtig ist insbesondere die Kenntnis der folgenden Beziehungen:

1s — 90 o 9min -9 5, 1n 24, 14

Beispiele zum Teilen:

Berechne den 2. (3., 4., 5., 6., 10., ...) Teil von

ayld, 1h, 1min. b) 7h, 16 min, 234, ....

Besonders wichtig ist die folgende Erkenntnis tGiber Bruchteile:

Eine ,Viertelstunde® ist ,der vierte Teil von einer Stunde, also ,1 Stunde geteilt durch 4.

%hzlh:4:60min:4:15min

Verallgemeinerung:
1

1 .
—*x = ,—von x“ =, dern-te Teil von x“ = x:n
n n

Mit dieser wesentlichen Erkenntnis hat man zumindest eine Vorstellung von Gréf3en mit
Stammbrichen der Form 1/n als Maf3zahlen, also den n-ten Teilen.

Berechne %2 (1/3, ¥4, 1/5, 1/6, 1/10, 1/60) von
a)1min, 1h, 1d, ... b) 20 min, 30h, 10d,
Geeignet zur Veranschaulichung dieser Grof3en sind Darstellungen am Ziffernblatt:

Welchen Teil des Ziffernblattes tberstreicht der grof3e Zeigerin 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12,
15, 20, 30, 60 Minuten?

Man beachte hierbei, dass bei Aufgaben des Messens oder Aufteilens jeweils nur im-
mer ganzzahlige Werte auftreten, da keine Bruchrechnung vorweggenommen werden
soll, sondern nur das Vervielfachen mit nattirlichen Zahlen bertcksichtigt wird.

Es ist durchaus hier schon maoglich, einfache konkrete Briche zu betrachten:

§ h = ,eine Dreiviertelstunde” = ,drei Viertelstunden“ =3 * % h = % h+ % h+ % h.

Selbst Berechnungen der Art %h +%h sind durch Umwandlung in Minuten (,gemein-

same Benennung® spater ,gemeinsamer Nenner®) zu bewerkstelligen ohne Bruchre-
chenkalkdl.
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Auch eine Aufgabe wie %vongh kann auf die angegebene Weise berechnet werden.

Dieser Art von einfachem Umgang mit Gro3en erscheint uns eine aul3erordentlich
fruchtbare und Erfolg versprechende Vorbereitung fir das Bruchrechnen zu sein.

Bei allen GroRenarten halten wir die folgenden Ubungsformen fir wichtig:
Erstellen von Skalen mit geeigneten Unterteilungen

Ablesen und Eintragen von Grol3enangaben bei Skalen

Dabei sind auch nicht dezimal geteilte Skalen zu verwenden (z. B. Flunferteilung)

Auch Skalenformen wie Stoppuhren, MaBleisten, Gewichtsanzeigen, Messbecher
(nichtlineare Einteilungen!) etc. sind als Ubungsmedien geeignet.

1.12 Literaturhinweise

Bigalke H.G./Hasemann K.; Zur Didaktik der Mathematik in den Klassen 5 und 6.
Bandl. Kap. 7. Frankfurt 1977.

Griesel H.; Die neue Mathematik fur Lehrer und Studenten Bd. 2.
Schroedel 1973.

Kirsch A.; Elementare Zahlen- und GrélRenbereiche. Gottingen 1970.
Insbes. Abschn. B.

Krauter S. u.a. Mathematik 5. Ausgabe B. Hauptschule. Lehrerband. Of-
fenburg 1985.

Radatz H./Schipper W.; Handbuch fur den Mathematikunterricht an Grundschulen.

Schroedel 1983. Kap. 2.6.

1.13 Aufgaben

1. Erstellen Sie Ubersichten fir geeignete Systeme von Standardreprasentanten fir
jeden der sechs grundlegenden GroRenbereiche.

2. Geben Sie fur jeden der 6 genannten GrélRenbereiche wichtige Aktivitatsformen
fur Schaler zu den in Abschnitt 1.8 dargestellten methodischen Stufen an.

3.  Welche Aufgaben- und Aktivitatsformen sind zur Diskrimination von nahen Gro-
Renpaaren (Volumen - Gewicht; Umfang - Flacheninhalt; Oberflache - Rauminhalt)
wichtig, hilfreich und notwendig?

Geben Sie fur jedes Beispiel konkrete Aktivitaten bzw. geeignete Aufgaben an.

4.  Stellen Sie ein Programm zur Behandlung der Grofl3e ,Flacheninhalt nach dem
Spiralprinzip von Klasse 5 bis Klasse 9 auf.
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9.

10.

11.

Arbeiten Sie die angegebene Literatur durch. Bewerten und vergleichen Sie.

Gibt es auch zusammengesetzte Grof3en? Kann man kg mit h multiplizieren?
m

Denken Sie an die Fallbeschleunigung: 9,81 mz =981 s .
S S

d. h. die Geschwindigkeit erhdht sich beim freien Fall um 9,81 m/s in jeder Se-
kunde.

Was ist grundfalsch an folgendem ,Umrechnungsschema® fir Schiiler:

im —19 o 90dm —10 5 100em —M10 5 1000 mm

Die ,Umrechnungszahl® fur Langenmale ist 10.

Warum sind solche Darstellungen eine echte Katastrophe und stiften nur Verwir-
rung? So also bitte nicht!

Was misst man beim Einsatz eines ,Messbechers“ im Haushalt? Ist es korrekt,
wenn an den Skalen z. B. ,100 g Zucker® steht? Wie kann man Schulern den Un-
terschied zwischen Volumen und Masse (Gewicht) klar machen?

Warum ist die Gleichung ,, 1 Liter = 1 Kilogramm* grundfalsch, obwohl doch 1 Liter
Wasser 1 kg wiegt?

Aufbau der GroRRenbereiche

a) Welche GrolRenbereiche werden in der Schule Ublicherweise behandelt?
Zahlen Sie mindestens sechs verschiedene GroRRenbereiche auf.

b) Welche Schritte sind grundsatzlich bei der Einfihrung von Grol3en zu beachten?
Welche Messgerate stehen fur die jeweiligen GroRenbereiche zur Verfigung

c) GroRen werden definiert mit Hilfe geeigneter Aquivalenzrelationen fur die Repra-
sentanten. Geben Sie fur jeden Grofl3enbereich die passenden Reprasentanten
und die zugehdorige Aquivalenzrelation an.

Schuler sollten konkrete Vorstellungen von Grof3en und ihren Einheitensystemen
erwerben. Dazu ist es notwendig, Systeme von Standardreprasentanten aufzu-
bauen. Stellen Sie fur jeden GrolRenbereich ein geeignetes System von Standard-
reprasentanten zusammen. Warum ist die Kenntnis solcher Systeme unabdingba-
re Voraussetzung fur sinnvolles Schatzen?

a) Wie lauten die Axiome eines mathematischen GroR3enbereiches G(<, +)?
b) Zeigen Sie, dass N(<, +), Q+(<, +) und ebenso R+ (<, +) GrolRenbereiche sind.

c) Definieren Sie das Vervielfachen von Gré3en mit natrlichen Zahlen durch
Ruckgriff auf das Addieren von Grol3en.
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d) Welcher der in b) genannten GroRenbereiche besitzt die Teilbarkeitseigen-
schaft (T)?
(T): Furalle ne Nund furalle g e G gibtes x € G mit der Eigenschaft: n
*X=g.
Was bedeutet das? Welche der bekannten sechs Grolenbereiche besitzen
(T) welche nicht?

e) Ein GroRRenbereich G besitzt die Eigenschaft der Kommensurabilitat, wenn gilt:
(K): Furallex,y e G gibtes k, n € N mit der Eigenschaft: k*x=n%*y.
Was bedeutet dies?

12. Zeigen Sie:
a) Ein GroRenbereich mit Teilbarkeitseigenschaft besitzt kein kleinstes Element.

b) Jeder Grol3enbereich mit Teilbarkeitseigenschaft kann als Modell fur die Bruchrech-
nung dienen.

D. h.: Nimmt man eine beliebige Grol3e e € G als Einheit, so enthalt G alle Grol3en
der Form p/q* e mit p, q beliebig aus N. Anders ausgedriickt: B *e c G.

c) In einem GréRenbereich mit (K) kann man jedes Element e als Einheit wahlen.
Alle anderen Elemente lassen sich darstellen als rationale Vielfache dieser Einheit
(Bruchzahlen als MalR3zahlen). Anders ausgedriickt: G < B *e.

13. a) Nennen Sie Grunde fiur die besonderen Schwierigkeiten der Schiler mit dem
GrolRenbereich der Flacheninhalte.

b) Geben Sie Ubungsaufgaben zur Diskrimination zwischen Umfang und Flachen-
inhalt von ebenen Figuren an.

c) Geben Sie Moglichkeiten an, wie Sie Schilern den Unterschied zwischen
Rauminhalt und Gewicht klarmachen kénnen.

d) Worin bestehen die besonderen Schwierigkeiten des Grof3enbereichs der Zeit-
dauern?

14. Formulieren Sie einige inhaltliche Divisionsaufgaben tber Grol3en, in denen die
unterschiedliche Bedeutung des Aufteilens oder Messens auf der einen und des
Teilens oder Verteilens auf der anderen Seite inhaltlich zum Tragen kommit.

15. Operatoren wirken auf Grof3en nicht auf Reprasentanten!

Untersuchen Sie nebenstehendes Beispiel.

7
2
Welche verschiedenen Losungen sind denkbar? I
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16. Nachhaltiges Lernen erfordert mehr als die einmalige singulére Behandlung einer
Sache im Unterricht. Das Spiralprinzip des Lernens versucht solch nachhaltiges
Lernen abzusichern.

a) Informieren Sie sich Uber das ,Spiralprinzip“ in der Literatur:
Wittmann, E; Grundfragen des Mathematikunterrichts; 1974. S. 66 — 69.
Bruner, J.S.; Der Prozess der Erziehung; 1973 (3. Aufl.) S. 61ff.
Oehl, W.; Der Rechenunterricht in der Hauptschule; 1976 (6. Aufl.) S. 146 — 149.

b) Stellen Sie ein Programm zur Behandlung der Grolde ,Flacheninhalt” nach dem
Spiralprinzip von Klasse 5 bis Klasse 9 auf. Vergleichen Sie mit den Inhalten in
den gultigen Bildungsplanen.

17. Untersuchen Sie die gangigen Schulbtcher vor allem fur Klasse 5, wie bei diesen
die Behandlung der Gré3en vorgenommen wird.
Welche der erarbeiteten Grundsatze werden eingeldst, welche nicht?
Versuchen Sie eine Bewertung der verschiedenen Lehrbiicher entsprechend den
aufgestellten Grundsétzen.

18. Gibt es auch zusammengesetzte Grol3en? Kann man kg mit h multiplizieren?

m
a) Denken Sie an die Fallbeschleunigung: 9,81 mz =9,81 s (,die Geschwindigkeit
S S

erhoht sich beim freien Fall um 9,81 m/s in jeder Sekunde®).

b) Man kann GroRRen beliebig miteinander multiplizieren und dividieren und so neue
,<Zusammengesetzte“ GrolRen erzeugen. Die Einheiten werden wie bei der nor-
malen Multiplikation Ublich behandelt, d. h. es gilt das Kommutativgesetz, das
Assoziativgesetz und man darf Kurzen. Es gibt dabei formal keine Probleme.
Nicht alle derartigen ,zusammengesetzten GréRen“ sind auch von Bedeutung
bzw. machen realen Sinn. Erinnern Sie sich an Ihre Kenntnisse aus der Physik.

c) Nennen Sie Beispiele zusammengesetzter Grol3en aus dem taglichen Leben.

d) Was ist die Einheit fur die elektrische Leistung, was fur die elektrische Energie?
Was muss man bei der ,Stromrechnung“ bezahlen und in welcher Einheit?
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1.14 Aspekte fur die Behandlung der Grof3en im Mathematikunter-
richt

1. Hauptaufgabe des Mathematikunterrichts bei der Behandlung der Grol3en ist die
Ausbildung eines gesicherten Begriffs tiber die jeweilige GroRenart, eine Ubersicht
Uber die wichtigsten (nicht alle!) Einheiten fiir die betreffende Gré3enart und der
Aufbau konkreter Vorstellungen zu Grol3enangaben mit Hilfe eines geeigneten Sys-
tems von Standardreprésentanten.

2. Der Messprozess ist das bedeutsamste Mittel zur Grundlegung eines sicheren Gro-
Benbegriffs. Schiler erfahren dabei, was eigentlich mit Gewicht, Rauminhalt, Fla-
cheninhalt, ... gemeint ist. Sie werden mit den wichtigsten Einheiten und Messver-
fahren (Messgeraten) vertraut und bauen in natirlicher Weise ein System von Stan-
dardrepréasentanten auf.

3. Gerade bei den Grol3en, die Ublicherweise nicht gemessen, sondern berechnet wer-
den (sogenannte "abgeleitete” GroRen wie Rauminhalt oder Flacheninhalt) missen
Schiler zur Bildung gesicherter Begriffe ausreichende Erfahrungen im Messen
sammeln kénnen. Von aul3erhalb der Schule bringen sie diese nicht mit - ganz im
Gegensatz etwa zu den GroRRenarten wie Zeit oder Geldwert. Besonders problema-
tisch: Flacheninhalte.

4. Sinnvolles Schétzen einer Grél3e setzt die Verfugbarkeit Gber ein geeignetes System
von Standardreprasentanten voraus, denn Schatzen heil’t ,Vergleichen mit Bekann-
tem®, in Bezug setzen, Eingrenzen. So bedingen und férdern sich diese beiden Akti-
vitdten gegenseitig (Bsp.: Flacheninhalt eines DIN-A4-Blattes; Volumen eines er-
wachsenen Menschen; etc.).

5. Uberschlagiges Bestimmen (sehr groRziigig) von GroRenangaben kann (und wird
haufig) durch gedanklich nachvollzogene Messprozesse ersetzt bzw. untersttitzt
werden. (Bsp.: Flache einer Schreibtischplatte, Inhalt einer Badewanne, Volumen
eines Erwachsenen, Hohe eines Hochhauses, ...)

6. Schuler missen Langzeiterfahrungen mit Standardreprasentanten machen kénnen.
Ins Klassenzimmer gehort eine entsprechende Sammlung von Material:

Wagestlicke/Gegenstande: 19 10g 100 g 1 kg 10 kg ...
Korper oder GefaRe: 1cm3  10cm3 100cm3 1dm3  10dm3...
Flachenstiicke (Wandplakat): 1 cm?2 10cm2z  1dm? 10dmz 1m2..

7. Die Kenntnisse Uber Groflen mussen bei den Schilern laufend (re-)aktiviert werden
z. B. durch klarende Vorfragen bei Sachaufgaben:

- Was will man wissen?
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- Kann man das direkt messen (Messgeréat? Einheit? Schatzung der Grof3e!) oder
muss man es berechnen?

- Aus welchen anderen Grofen kann man es berechnen?
- Wie kommt man zu diesen GroRen (Messen? Berechnen? Vorgabe?)?

Anregung hierzu: Man kénnte z. B. als ,Thema des Monats*® flr jeweils 5 Minuten je-
der Mathematikstunde das Thema "Flacheninhalt" wahlen.

Mathematikunterricht ist mehr als Rechnen:

"Ich weil3 zwar nicht was ich rechne, aber dafur rechne ich unheimlich genau!"
Begriffsbildung statt blinder Umrechnungsakrobatik!

Konkrete Standardreprasentanten statt Umrechnungszahlen!

Messprozesse statt Berechnungsverfahren, ggf. nur gedanklich!

Strategien statt Formeln!

Wir wollen im Mathematikunterricht nicht Taschenrechner nachbilden (die erhalt
man im Kaufhaus auf3erst billig), sondern Menschen bilden, die ihrer Umwelt an-
gemessen und verstandig gegenubertreten kénnen. Verstandiges Umgehen mit
GroRRen ist in dieser Hinsicht eines der wertvollsten Bildungsziele des Ma-
thematikunterrichts.
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2. Prozentrechnung

2.1 Vorbereitende Lernschritte: Bruchform und Dezimalform

2.2 Grafischer Zugang zum Grundschema der Prozentrechnung

2.3 Vorteile der Doppelleistendarstellung

2.4 Das Grundanliegen der Prozentrechnung: Relativer Vergleich

2.5 Prozentsatze haben stets multiplikativen Charakter

2.6 Stufenfolge im Unterricht

2.7 Losungsformen fir die Grundaufgaben der Prozentrechnung

2.8 Erhohung bzw. Verminderung des Grundwerts. Anderungsfaktoren
2.9 Zinsen fir Teile eines Jahres

2.10 Aufgabenbeispiele

2.11 Erganzungen
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Prozentrechnung in der Schule
Motto: "50% kapiert ist halb kapiert!"

Im Folgenden soll dargestellt werden, wie ein problemorientierter und anschaulicher
Weg zur Prozentrechnung in der Schule begangen werden kénnte und welche Aspekte,
Zielvorstellungen und Methoden dabei hilfreich sein kénnten.

Die Prozentrechnung ist eigentlich nichts anderes als ,Bruchrechnung in dezimaler
Form® (genauer in ,Hundertstelform®). Wahrend gewohnliche Briche oder Briuche in
dezimaler Form hauptséachlich als Maf3zahlen fur GréRen, zur Beschreibung von Antei-
len und zur Angabe relativer Vergleiche benutzt werden, kommen Prozentsatze in der
Regel nur zur Angabe von relativen Vergleichen und von Anteilen (z. B. Wahrschein-
lichkeiten) vor, nie jedoch als Mal3zahlen fir Gré3en.

2.1 Vorbereitende Lernschritte: Bruchform und Dezimalform

Die Schuiler mussen tragende Vorstellungen Uber die Grof3e von Dezimalzahlen und
Briichen und deren Aquivalenz entwickeln, am besten durch Darstellung an einer linea-
ren Skala (Zahlenstrahl). Dabei wird jeweils den einfachen Briichen (Halbe, Viertel,
Achtel; Funftel, Zehntel; evtl. auch noch Zwanzigstel, Finfundzwanzigstel) die zugeho-
rige dezimale Form gegenubergestellt:

0 0,5 1,0 1,5
0 1 2 3
2 2 2
0 1 2 3 4 5 6
4 4 4 4 4 4
o L 3 5 7 o 1
8 8 8 8 8 8
0 1 2 3 4 5 6 7 8
5 5 5 5 5 5 5 5
Usf.

Die Schiuler sollen in regelmaRigen Ubungen spatestens ab Klasse 7 mit diesen Bezie-
hungen (einfache Briiche in Dezimalform umwandeln u. u.) vertraut werden. Bereits in
dieser Phase kann der Prozentbegriff in einfachster Form als ein Synonym fur Hun-

_40

dertstel verwendet werden: 13% = % =0,13. é 5 =40% = 0,40



S. Krauter 23

2.2 Grafischer Zugang zum Grundschema der Prozentrechnung

Zunachst zeichnen wir eine Skala mit der Einheitsstrecke von 10 cm = 100 mm. Diese
Einteilung dient dazu, dass man Prozentsatze als Millimeter mit dem Messlineal ab-
messen kann.

% % 100%

Diese Prozentskala wird durch wenige weitere Eintragungen bei der Marke 50 (Halbie-
rung), 150 und 10 (Zehntelung) ergénzt. Anfangs empfiehlt es sich jeweils das Prozent-
zeichen noch dazuzuschreiben.

Der zentrale Begriff der Prozentrechnung ist der Grundwert. Er kommt je nach Anwen-
dungssituation vor als ,das Ganze®, Basiswert, Ausgangswert, Anfangswert, Bezugs-
wert, Vergleichsgrél3e, etc.

Dieser wird bei der Prozentrechnung — also Hundertstelrechnung — eingeteilt in 100
gleiche Teile. Wir verdeutlichen dies nachfolgend in einer anschaulichen und einprag-
samen Weise und wahlen als Beispiel die Bestimmung von ,65 % von 730 kg*“:

Der Grundwert von 730 kg wird nun —wie die Butter auf dem Brot — gleichmaRig
auf dem Streifen von 0 bis 100 verteilt und die Grafik mit einer kg-Skala erganzt.

kg O 730

% 0 10 50 100

Nun sind alle Vorbereitungen getroffen und man kann die zu 50% und zu 10% evitl.
auch schon die zu 150% gehdrigen kg-Werte leicht eintragen, wobei immer grof3zigig
gerundet wird.

Durch Zusammensttickeln bzw. durch Verdoppeln, Halbieren, Zehnteln, Verzehn-
fachen etc. kann man sich nun an die Skalenwerte fir 65% und den zugehdrigen
kg-Wert von etwa 450 kg herantasten.

Es kommt dabei nicht auf den genauen Wert an, sondern auf die Art und Weise, wie
man ihn bekommen kann. Oft Iasst sich durch die ,Methode des scharfen Hinsehens*
ohne jegliche Zwischenrechnungen ein Naherungswert fiir das gesuchte Ergebnis an-
geben:

kg 0 73 150 365 450 730

L A
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% 0 10 50 65 100

Losen Sie mit dieser grafischen Methode die Aufgabe ,Grundwert gesucht® fur folgen-
des Beispiel:

Aufgabe 1:

Von einer Kiste Apfel waren 13 kg, das sind 30 % aller Apfel, verdorben.
Wie viel kg wog die ganze Kiste?

2.3 Vorteile der Doppelleistendarstellung

e Einfache Handhabung auf Karopapier

e Eindimensional und daher gut Gberschaubar

¢ Anlehnung an Zahlenstrahl und Streifendiagramm sowie Bruchstreifen aus Klasse 6
e Einfache Parallelisierung mit anderen Darstellungsformen: Dezimalform, Bruchform
e Skalenverlangerung fuhrt ohne Weiteres zu Prozentsatzen tber 100% hinaus

e Ermoglicht einfache (visuelle) Ermittlung und Notation von Uberschlagen

e Alle drei Grundaufgaben sind am einheitlichen einfachen Schema darstellbar

e Die Doppelleiste als Darstellungsmittel fiir allgemeine Zuordnungen - insbesondere
bei proportionalen Zuordnungen - wird vorbereitet (Dreisatz-Schema).

2.4 Das Grundanliegen der Prozentrechnung: Relativer Vergleich

Motiviert wird die Prozentrechnung durch den Wunsch nach relativen Vergleichen.

Aufgabe 2:

In der Klasse 7a haben 6 Schiler die Note ,sehr gut® in Sport, in der Klasse 7b dagegen
nur 5 Schiler.
Kann man behaupten, die Klasse 7a habe mehr Spitzensportler als die 7b?

Zusatzinformation:
In Klasse 7a sind insgesamt 30 Schiiler in Klasse 7b dagegen nur 20.

In welcher Klasse ist die Anzahl, in welcher der Anteil der Spitzensportler grof3er?

Wir stellen die Grundgedanken von absolutem und relativem Vergleich gegeniber:
Karin erhélt 40 € monatliches Taschengeld Ulrike dagegen 50 €.
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Absoluter Vergleich

Relativer Vergleich

+7?
80€ ————— 100€

,um wie viel mehr* ?

Es interessiert der Unterschied:

Differenzbildung:

100€ — 80€ = 20 €

°?
80€ — 100 €

,wie viel mal soviel“?

Es interessiert das Verhaltnis:

Quotientenbildung:

100€:80€=12C -5 _125-125%
80 4

Selbstverstandlich wird man bei der Einfihrung nicht unbedingt ein Beispiel mit einem
uber 100 % liegenden Vergleich wahlen, sondern etwa folgendes Beispiel:

Hans hat von seinem Taschengeld von 20 € schon 5 € fur einen Kinobesuch ausgege-

ben. Welcher Anteil ist das?

2.5 Prozentsatze haben multiplikativen Charakter

Aufgabe 3:

Ein Kaufmann erhdht den Preis fur einen gut gehenden Artikel zun&chst um 20% und,
weil sich der Artikel weiterhin gut verkauft, danach noch einmal um 50%.
Um wie viel Prozent hatte der Kaufmann den Preis mit einem Schritt auf den nun er-

reichten Endwert erhéhen missen?

Prozentsatze haben immer multiplikativen Charakter. Man darf sie (fast) nie ad-

dieren oder subtrahieren. (Ausnahme: Nur bei gleichem Grundwert):

Falsche Vorstellung

Richtige Vorstellung:

e 1.20 e 1,50

v

v
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+70 %

e 1,80

v

v
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Prozentrechnung anschaulich und ,,ohne Rechnen®:

Prozente: O iO

50

100

Auf der Prozentskala gilt: 1 mm entspricht genau 1%, man kann Prozentsétze also messen!

Prozente: O iO

Bruchskala:0 —

Dez.-skala: 0 0,1

Werteskala: O

Prozente: 0 10

To 100
1 11 1 34 9 4 3
10 54 ‘2 4 5 10 2
0,25 0,5 O,LS 1,0 15

50 100
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2.6 Stufenfolge im Unterricht

a)

b)

d)

Zunachst wird der Prozentbegriff wie Ublich eingeflihrt als andere Sprechweise fur
Hundertstel. Es wird gezeigt, wie er vor allem als Verhaltnisbegriff beim relativen
Vergleich (Frage: Wie viel mal soviel?) eine Rolle spielt. Bereits in dieser Stufe

werden andere Zahlformen (gewdhnliche Briiche, Dezimalform) parallel verwendet:

75% = % = % = 0,75. Die Umwandlung der Darstellungsformen von Bruchzahlen

in diesen drei Formen (gewohnlicher Bruch, Dezimalform, Prozentform) muss hau-
fig und intensiv gelibt werden und die einfachen Werte (Halbe, Viertel, Funftel,
Zehntel, Achtel) missen zum sicheren Wissensbestand werden.

Danach wird die Frage nach dem Grundwert (Bezugswert, Ausgangswert, Gan-
zes, Anfangswert, Vergleichsgrof3e, Basis, ...) ins Spiel gebracht: Worauf bezieht
sich der Vergleich? Die Schiuler haben zun&chst nichts anderes zu tun, als anzuge-
ben, was der Grundwert beim gegebenen Sachverhalt (Aufgabe) ist. Die Begriffe
Prozentsatz und Prozentwert sind zweitrangig, und man kann getrost auch ganz auf
sie verzichten. Das A und O der Prozentrechnung ist der Grundwert.

Nun beginnen wir mit der oben dargestellten grafischen Veranschaulichung.
An dieser behandeln wir die drei Grundaufgaben in Uberschlagiger Behandlung
(Kopfrechnen schulen):

A ... Prozentwert gesucht B ... Prozentsatz gesucht C ... Grundwert gesucht.

Die dritte Grundaufgabe bedarf einer gewissen Aufmerksamkeit in der Behandlung,
weil der Eintrag des Grundwerts nicht von Anfang an maoglich ist. Er wird nach Ein-
trag der bekannten Angaben durch grobes Extrapolieren ermittelt.

In diesem Stadium kénnen alle Prozentaufgaben naherungsweise ohne Rechnen,
aber mit viel Verstandnis ("Einsicht"), gelost werden. Man muss sich fur diese
Phase Zeit lassen. Die nachfolgende Rechenphase im Tabellenschema ist dann
nur noch das Einsammeln vorher gemachter Erfahrungen!

In der anschlieRenden Phase werden unter Anwendung des Dreisatzschemas —
angelehnt an die Vorstellung aus der grundlegenden Grafik — die Grundaufgaben
der Prozentrechnung mit Hilfe des ETR zahlenmaliig exakt behandelt. Es wird drin-
gend empfohlen, vor jeder Rechnung einen Uberschlag an Hand einer groben Frei-
handskizze nach dem Grundschema der Prozentleiste durchzufiihren und daran
das Rechenergebnis zu kontrollieren.
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2.7 Losungsformen fur die Grundaufgaben der Prozentrechnung

Wir stellen die moglichen Lésungsformen anhand einfacher Beispiele dar und zwar fur
jede der drei Grundaufgaben der Prozentrechnung:

Grundaufgabe 1: Wie viel sind 16% von 250 €?

Zunachst empfehlen wir stets und immer bei Prozentaufgaben einen einfachen Uber-
schlag an Hand der in Abschnitt 2 eingeftihrten Doppelleiste zu machen und zwar un-
abhangig von der gewéhlten Lésungsmethode. Im vorliegenden Fall etwa so:

Man tragt zunachst wie immer an der 100-mme-Leiste die Marken fir 0%, 100%, 50%,
150% auf der Prozentskala und die dazugehorigen (gerundeten) Werte (hier Euro-
Betrage) auf der Werteskala ein. Im vorliegenden Fall ergéanzt man noch den 20% -
Eintrag und erhalt als Uberschlag etwa den Mittelwert zwischen 10% und 20%.

40
kg 0 25 | 50 125 250 375

% 0 10 |20 50 100 15

e Dreisatz mit Operatoren:

Eine erste und sehr empfehlenswerte Lésungsform ist der Dreisatz mit Operatoren
bzw. das Tabellenschema mit Operatoren:

Wir verzichten hier auf die Wiedergabe des Dreisatzschemas und verweisen diesbe-
zuglich auf die Lésungsformen fir Proportionalitaten (siehe in Teil 3. Zuordnungen).

e Operatorschema:

250€ —"91% ,40€.

Hierbei wird man den Operator in Dezimalform angeben, wenn man mit dem Ta-
schenrechner rechnet bzw. in Prozentform oder Bruchform, wenn man im Kopf
rechnet.

e Verhaltnisgleichung:

x : 250 = 16 : 100 bz, =8 4 daraus x = 167250 _

== 40
250 100 100
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Grundaufgabe 2: Ein Preis wird von 60,00 € um 21,00 € auf 81,00 € erhoht.
Wie viel Prozent betragt die Erh6hung?

Auch in diesem Fall wird man unabh&angig von der gewahlten Losungsform auf alle Fal-
le vorab eine Skizze mit der bekannten Doppelskala fiir einen einfachen Uberschlag
anfertigen. Fuhren Sie dies zur Ubung selbst durch, auch um zu erkennen, welche
Uberlegungen dabei durchgefiihrt werden miissen.

e Dreisatz mit Operatoren:
Ein Uberschlag an Hand der Doppelskala aus 2.2 sollte vorangehen.

60 € sind 100%

: 60 : 60
1€ ist (100:60) %

*21 *21
21 € sind (100:60)*21 % = 35 %.

e Operatorschema:

60 € 7, e %:o,ss:ss%
: 60 *21
1€
e Verhaltnisgleichung:
x:100=21:60 bzw. Lzé daraus x= 211100 = 35.
100 60 60
Grundaufgabe 3: Im Schlussverkauf kostet eine Hose 42,00 € weniger. Das ist ein

Preisnachlass von 30%. Wie hoch war der regulare Preis?

Machen Sie zunachst einen Uberschlag mit Hilfe der bekannten Doppelleiste.

e Dreisatz mit Operatoren (hier weggelassen):
30 % sind 42,00 €
1% ist (42,00: 30) €
100 % sind (42,00 : 30) * 100 € = 140,00 €
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e Operatorschema:

? 1030 , 4200¢€ Rechnung: 42,00 € : 0,30 = 140,00 €.

10,30
«—

e Verhaltnisgleichung:

x 100 1000142

Xx:42=100:30 bzw. —= _O daraus X =140

Die sicher einfachste und am leichtesten zu durchschauende Losungsform ist der Drei-
satz mit Operatoren. Sowohl das Operatorschema als auch die Verhaltnisgleichung
(erst recht die allgemeine algebraische Gleichung Pw =Gw * Ps bzw. P =G * p/100)
erfordern bei der Anwendung jeweils einige algebraische Grundkenntnisse und Techni-
ken.

Nach Einlibung der Grundaufgaben erfolgt der Ubergang zu den Anderungsfaktoren.

2.8 Erhohter bzw. verminderter Grundwert. Anderungsfaktoren

Der entscheidende Schritt bei der Prozentrechnung ist der Ube_rgang von den Pro-
zentséatzen zu den Faktoren, also von der Anderungsrate zum Anderungsfaktor. Wir
erlautern dies an einem Beispiel:

Aufgabe 4:

a) Beim Winterschlussverkauf werden alle Preise um 35 % gesenkt. Wie kann man
ganz einfach aus den reguléaren Preisen auf die Endpreise schliel3en, ohne Berech-
nung der Preisreduktion?

b) Durch die Mehrwertsteuer werden alle Nettopreise um 16 % erhoht. Wie kann man
ganz einfach aus den Nettopreisen auf die Endpreise schlie3en, ohne Berechnung
der Mehrwertsteuer?

Bei beiden Aufgaben findet also gegentuber den bisherigen Grundaufgaben eine Wen-
dung der Fragestellung im folgenden Sinne statt:

An Stelle der Frage ,um welchen Betrag éandert sich der Preis® stellt man die Frage
,auf welchen Betrag andert sich der Preis®.

Wir stellen dies tbersichtlich in zwei Diagrammen fur die in Aufgabe 3 gegebenen Bei-
spiele dar:
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Grundwertverminderung Grundwerterh6hung
100 % 35 % 100 % 16 %
~ . *0,35 - *0,16
Regularer Preis Nachlass Nettopreis Mehrwertst.

> 0,65
* 65 %

—_— >
\* 350/0

Reduzierter Preis

65 %

*1,16

*116 %

—_—
\* 16%

Bruttopreis

116 %

Wenn wir also nicht fragen um welchen Prozentsatz, sondern auf welchen Prozentsatz
sich eine Gré3e andert, dann erhalten wir den Anderungsfaktor, mit dem sich sofort

auf den Endwert schlief3en

|asst.

e Einer Reduzierung um 35 % entspricht ein Endwert von 65 %, und daher ein Ande-

rungsfaktor von 0,65.

e Einer Erhthung um 16 % entspricht ein Endwert von 116 % und daher ein Ande-

rungsfaktor von 1,16.

Wenn sich dieser Ubergang von der Anderungsrate zum Anderungsfaktor bei
Schilern vermitteln lasst, dann hat man einen grof3en Schritt zum verstandnisvollen
Umgang mit Prozentsatzen erreicht. Man muss zu diesem Zweck den Sachverhalt an
vielen einzelnen Beispielen durchdenken, durchrechnen und anschaulich darstellen.
Neben den oben angegebenen Diagrammen in Form von Rechenbaumen eignen sich
dafur besonders auch die folgenden Formen von Streifendiagrammen:

Grundwertvermi

nderung

Anderung

*0,35

- 35 %

* 0,65

65 %

Anfnswert

EAdwert

Grundwerterh6hung

100 %

Anfangswert

*1,16
-_—

Anderung

-+

L 14007
1070

*0,16

-

oy
N

=
N

Endwert
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1. Bruchform — Prozentform — Dezimalform

Man kann Zahlen in verschiedenen Formen angeben. Fille die Tabelle aus wie in den folgenden Beispielen:

E:O,4O:4O% 7% = I =0,07 116% = 16 1,16 l:E:%:lzﬁ%

5 100 100 8 1000 100

Bruchform 3 3 7 5

5 10 5 4

Dezimalform |0,60 0,10 (0,80 (1,30 |0,15 0,75 (0,125 (0,16

Prozentform |[60% 3,5% [120% |116% |98%

2. Prozentuale Anderungen

Prozentuale Anderungen kénnen durch Anderungsfaktoren angegeben werden. Erganze die folgende Tabelle.

Anderungsfaktor = 1 + Prozentsatz = 1 + P = 100% + p% ( + bei Zunahme; — bei Abnahme).

Anderung um + = -2% | +16% T s 10
g 8 5 5 10

And £ | ] ogu ! °

nderung au = 0 T n a

g 3 5 4

Anderungsfaktor| 1,375 | 0,98 e1,75 | 1,035 | 0,97 | 1,05 |e1,80
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3. Einfaches Rechnen mit Anderungsfaktoren Anfangswert e Anderungsfaktor = Endwert Aeq=E
Anfangswert » Anderungsfaktor  [Enqwert

Anfangswert 75,00 125,00 | 250,00 170,00 | 1234,00 | 760,00 225,00 | 350,00

Anderungsfaktor | 1,160 | 0,850 ¢1,375 e1,44

proz. Anderung + 16% + 3,5% + 16% -2% +25% | -35%

Endwert 87,00 555,50 | 377,00 | 346,92 | 182,75 | 2345,00 876,54 | 567,89 | 250,00 | 1050,00

4. Mehrere prozentuale Anderungen:

Anfangswert e Anderungsfaktorl  [Zwischenwert 1 e Anderungsfaktor2 Endwert

e ( Anderungsfaktorl e Anderungsfaktor2 )

Anfangswert 175 € 175 432 kg 1236 m 680 € 276 € 570 kg 650 €
3 3 6
. o — o — o —
Anderungsfaktorl e116 (0,8 (0,6 o172 o125 4 4 5 e 1,20
. 3
Anderungsfaktor2 0,8 e1,16 ¢16 0,8 e 1,25 4
. 3
Ges. And.-faktor ¢ 0,928 o144 o1 e15 5
Ges. proz.Anderung| - 7,20% + 25% - 40% + 80%
Endwert 162,40 € 360 630 € 720
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2.9 Zinsen fur Teile eines Jahres

Ein einfaches und zugleich wichtiges Beispiel fiir die Verkettung von Anderungsfaktoren
ist die Berechnung der Zinsen fur Teile eines Jahres. Wir zeigen dies an einem Beispiel:

Ein Kapital von 1234,- € wird bei einem Zinssatz von 3% p. a. nur 7 Monate lang ver-
zinst. Wie viel Euro erhélt man an Zinsen fur diesen (unterjahrigen) Zeitraum?

Hinweis: Die Angabe ,p. a.” bei Zinssatzen bedeutet ,per annum®, also pro Jahr.
LOosung in Operatorform:

.
1236.- € _ 003 | 37.08 € i 2163 €
Kapital Zinssatz > Jahreszins Zeitfaktor > Zeitzins

Allein schon die grafische Anordnung zeigt die zentrale Stellung des Jahreszinses. Man
kann daraus schon fir alle Aufgaben in diesem Sachkontext die Empfehlung ausspre-
chen:

Berechne stets zuerst den Jahreszins!

Eine Anordnung nach der Dreisatzmethode zeigt die hintereinander geschachtelten
Dreisatze fur die beiden Teilaufgaben:

1. Berechnung des Jahreszinses:
100 % sind 1236.- €

1% ist 12,36 €

3% sind 37,08 €

2. Berechnung des Zeitzinses:

Fur 12 Monate gibtes 37,08 € Zinsen

Fir 1 Monat gibt es 37,08 : 12 = 3,09 € Zinsen

Flr 7 Monate  gibt es 3,09 * 7 = 21,63 € Zinsen.

Auch in dieser Anordnung erkennt man wieder die zentrale Stellung der Jahreszinsen.

Aufgabe 5:

Von den 4 GroRRen Kapital, Zinssatz p. a., Verzinsungszeit und Zeitzinsen missen drei
gegeben sein um die vierte berechnen zu kénnen.
Losen Sie je eine selbst gestellte Aufgabe zu jedem Typ. Wo gibt es Schwierigkeiten?
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2.10 Aufgabenbeispiele zur Prozentrechnung

Aufgabe 6: Grundwerterhéhung und -verminderung

a) Der Preis fur eine Fahrkarte wurde um 15 % erhoht auf 27,60 €. Wie hoch war der
urspringliche Preis?

b) Im Winterschlussverkauf werden alle regularen Preise um 25 % herabgesetzt, so
dass eine Jacke nur noch 146,25 € kostet. Wie hoch war der regulare Preis und um
wie viel Euro wurde er herabgsetzt?

Aufgabe 7: Versteckte Preiserhdhung

a) Ein Teeladen erh6ht die Preise dadurch, dass er die Packung, die seither 5 g Tee
enthielt, kiinftig nur noch mit 4 g fullt, aber den Preis beibehélt. Die Menge wird also
um 20% reduziert, der Preis bleibt gleich. Um welchen Prozentsatz wird dadurch
der Preis erhoht?

b) Ein Beutel Zitronen enthielt bisher 4 Stiick. Nun sollen sie billiger werden, indem der
Preis fur eine Packung beibehalten wird, aber kinftig 5 Zitronen in der Packung
sind, d.h. die Menge wird um 25 % erhoht, der Preis bleibt gleich. Um welchen Pro-
zentsatz wird dadurch der Zitronenpreis verbilligt?

c) Geben Sie fur diese Modellfalle allgemeine Aussagen an:
Welcher Preiserh6hung entspricht die Verminderung der Menge um x %?
Welcher Preisreduktion entspricht die Erh6hung der Menge um x %?

Aufgabe 8: Mehrwertsteuer

a) Die Regierung eines Landes will die Mehrwertsteuer, die bisher 25 % betrug, zur
Reduzierung des Staatsdefizits auf 30 % erhdéhen. Die Opposition wettert: ,Kinftig
wird alles um 5% teurer!” Die Regierung halt dagegen: ,Dafur reduzieren wir die
Mehrwertsteuer fur Lebensmittel von bisher 25 % auf 20 %. Alle Lebensmittel sind
also kunftig um 5 % billiger.“ Nehmen Sie als aufgeklarter Burger Stellung zu diesen
Aussagen und stellen Sie diese richtig.

b) Auf dem Kassenzettel im Supermarkt steht:
“Zu zahlender Endbetrag 272,02 €. Dieser Betrag enthalt 16 % Mehrwertsteuer.”
Wie viel Prozent des Endbetrags betragt die Mehrwertsteuer?
Welcher Betrag an Mehrwertsteuer ist im Endbetrag enthalten?

Aufgabe 9: ,,Wahlanalysen*

Partei XYZ hat bei der vorhergehenden Wahl 8% , diesmal aber nur noch 6% der
Stimmen erhalten.
Folgende Kommentare sind zum Wahlergebnis im Fernsehen zu horen:

(1) ,Die XYZ hat einen leichten Verlust in Hohe von nur 2% zu verkraften."
(2) ,Die XYZ hat einen Verlust in Hohe von 25% hinnehmen missen."
(3) ,Die XYZ hat zwei Prozentpunkte eingebuft."
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(4) ,Die XYZ hat ein Viertel ihrer Wahler verloren."
(5) .Die XYZ ....
a) Wer hat wohl welche Aussage gemacht und mit welcher Absicht?

b) Welche der Aussagen sind sachlich richtig und welche sind sachlich falsch?

Aufgabe 10: Gewinn oder Verlust?

Ein Handler verkauft zwei Autos zum selben Preis von 4800 €, eines mit 20% Gewinn,
das andere mit 20% Verlust. Am Abend erz&hlt er seiner Frau, heute sei er gerade noch
mit einem blauen Auge davongekommen und habe finanziell weder gewonnen noch
verloren. Nehmen Sie sachlich Stellung zu dieser Aussage.

Aufgabe 11: Wer ist der gunstigste Anbieter?

Ein Fahrrad kostet laut Katalog 1234.- € (Katalogpreis KP). ,
Welcher Handler macht das glnstigste Angebot? Schatzen Sie zuerst.

A: Katalogpreis + 16% Mehrwertsteuer, darauf dann 20% Rabatt
B: Katalogpreis mit 20% Rabatt, darauf dann + 16% Mehrwertsteuer
C: Katalogpreis mit 4% Nachlass (4 % = 20 % — 16 %).

Bei welchem Handler kauft man am gunstigsten ein?

Aufgabe 12: Gewichtsverlust

100 kg Erdbeeren mit 99% Wassergehalt werden so lange getrocknet bis der Wasser-
gehalt nur noch 98% betragt. Wie hoch ist der dabei auftretende Gewichtsverlust bzw.
wie viel kg wiegen die Erdbeeren nach dem Trocknen?

Wenn Sie die vorstehende Aufgabe 12 richtig gelost haben, werden Sie tber das Er-
gebnis Uberaus erstaunt sein und es zunachst nicht glauben wollen. Es stellt sich je-
doch ganz anders dar, wenn man dieselbe Aufgabe anders formuliert:

Aufgabe 12a: Gewichtsverlust

100 kg Erdbeeren haben einen Gehalt von 1% (bzw. 10%) an Trockensubstanz, der
Rest ist Wasser. Sie werden nun getrocknet, bis der Gehalt an Trockensubstanz auf 2%
(bzw. 20%) gestiegen ist. Wie viel kg Wasser ist dabei verdampft?

Losungsansatz:

Grundgedanke: Beim Trocknen bleibt die Trockensubstanz gleich, nur Wasser wird ver-
dampft.

Wassergehalt Trockensubstanz

Vor dem Trocknen 99% bzw. 99 kg 1% bzw. 1 kg

Nach dem Trocknen 98 % bzw. ???? 2% bzw. 1 kg
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Aufgabe 13: Heizkostenersparnis

Die Innung der Heizungsbauer wirbt mit folgender Zeitungsannonce:

So kann man Heizkosten sparen:

Durch eine neue Heizanlage bis zu 40%,
durch Warmedammung am Haus bis zu 35%,
durch sparsames Heizen bis zu 30%.

Max Schlau hat gleich alle drei Malihahmen realisiert. Hat er noch Restheizkosten?

Wir bieten fur diese interessante Aufgabe einen Lésungsvorschlag und Hinweise zur

Methodik im Unterricht an:

Losungsvorschlag:

Nach Schatzungen und Voraussagen wird in einem ersten Durchgang ein leeres Raster
erstellt, das nur den Sachverhalt reprasentiert. Die blauen und roten Eintrage sind also
im ersten Durchgang nicht vorhanden:

Heiz- * 0,60 Restheizkosten * 0,65 Restheizkosten *0,70 Restheizkosten
kosten L _— _—
600.- € 390.- € 273.-€
1NNN £
l *0,40 1*0,35 *0,30
Neue Warme- Sparsam
Heizun ammun Heizen
400.- € €lzung 210.- € da ung 117.- € elze
~—__ i,
V

Jeweilige Ersparnis

Erst nachdem dieses Leerraster mit Beschriftungen erstellt ist, kimmert man sich um
die quantitative und rechnerische Seite der Sache (Mathematik ist mehr als Rechnen!):

Jetzt werden die Daten aus der Aufgabe tlbernommen und eingetragen (hier blau) bzw.
erganzt.

Eine weitere Hilfe flr Schiler konnte sein, von einem konkreten Betrag der Heizkosten
auszugehen und die Sache damit durchzurechnen (roter Eintrag).

Aufgabe 14: Verdopplung bzw. Halbierung.

a) Ein Handler will den Preis fir einen gut gehenden Artikel durch 5-malige Erh6hung
um jeweils 20 % verdoppeln. Was meinen Sie dazu?

b) Ein schlecht laufender Artikel soll durch 5-malige Reduzierung um jeweils 10 % auf
den halben gegenwartigen Preis reduziert werden. Kommt das hin?
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Aufgabe 15: Eine komplexe Aufgabe zur Prozentrechnung (Zinseszinsen)

Wie viel Geld hatte man heute samt Zins und Zinseszins, wenn man zur Zeit von Christi

Geburt 1

€ angelegt hatte und dieser mit 3% verzinst worden ware?

Wir geben einen kurzen Uberblick tiber eine mogliche Behandlung in der Schule (als
integrierende und wiederholende problemorientierte Aufgabe):

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schatzungen abgeben und damit Erwartungshaltungen wecken.
Einfacher Zins? Dieser ist zumindest eine Untergrenze.

Vorbereitende Ubungen zu Veranderungsfaktoren:
Zunahmen um 3% bedeutet * 1,03.

Abnahme um 20% bedeutet *0,8.

Zunahme um 16 % bedeutet * 1,16.

Anwendung des Schemas vom vermehrten Grundwert auf die Zinsrechnung.

Herausarbeiten des Zusammenhangs und des Unterschieds von Zinssatz und

Zinsfaktor. Der formelmaRige Zusammenhang g = 1 +% ist dabei unwich-

tig. Wichtig ist das Erfassen des inhaltlichen Zusammenhangs:
Wird das Kapital (100%) um den Jahreszins (3%) vermehrt, so erhalt man das
Endkapital (103%).

* 0,03
Anfangskapital |~ | Jahreszins
* 3%
*103%
* 1,03

Endkapital
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Ergebnis:
Jahreszinsen
%’
Anfangskapital
\w‘
Endkapital
Schritt 4: Verketten von Veranderungsfaktoren:
*2 verkettet mit *3 ergibt *6 und nicht *5.
Man arbeitet zuerst mit ganzen Zahlen (bitte nicht am Beispiel *2 *2) die
Verkettung von Multiplikationsoperatoren: *3 > o4 > = *12 >
Bei den Beispielen der Art *103 > *1,04 > kommen nochmals gravie-
rende Schilerfehler vor, auf die man achten muss. Welche?
Schritt 5: Anwendung auf die eingangs gestellte Fragestellung:

Nun kann man die bisher gemachten Erfahrungen auf die Problemstellung
anwenden und ein Berechnungsschema fir die Zinseszinsaufgabe entwickeln:

*1,03 *1,03

Anf-kapital — Endkap 1 — Endkap 2 | T

0,03 @/ 0,03 \@/

J-Zins 1 J-Zins 2

Mit Hilfe des Zinsfaktors kann man nun die Ausrechnung des Endkapitals
nach n Jahren vereinfachen:

* * * *
Ko—3 5 ki —9 5 ko — 95 ks . — 5 Kobzw. Kn=Ko*q".

Als Losung unseres Ausgangsproblems ergibt sich daher:

K200 =1€*1,032000=47255178755828605388683227,53 €
= 47,255 * 10?4 €.

Was konnte man mit dieser unvorstellbaren Summe nicht fir jeden einzelnen
Menschen auf der Erde ausrichten?
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2.11 Zwei Erganzungen fur Lehrer

Man kann fur die vorhergehende Aufgabe zur Verzinsung mit Zinseszinsen tber 2000

Jahre eine einfache Uberschlagsrechnung anstellen, wenn man zwei au3erordentlich
hilfreiche Einzelkenntnisse verwendet, die jeder Mathematiklehrer fur die Sekundar-
stufe kennen und zur Verfiigung haben sollte:

a) Diep *d =~ 70 - Regel:

Andert sich ein bestimmter Wert regelmaRig mit gleich bleibenden Prozentsatzen
von jeweils p%, so verdoppelt bzw. halbiert sich der Wert nach d solchen Ande-
rungsschritten und es gilt p*d =~ 70.

Wir beweisen diese Regel fur eine Zunahme (d. h. p ist positiv). Fur eine Abnahme ver-
lauft der Beweis ganz analog:

Es gelte Kn=Ko*q" wobei g =1+ p% der Anderungsfaktor ist.

Nach n =d Schritten soll Verdopplung stattfinden, also muss gelten:

Kd =Ko *q®=2*Ko woraus folgt: 2=qd .

Nun lasst sich die Zahl q darstellen als Potenz der Eulerschen Zahl e: q=e @,

Setzen wir dies in die erhaltene Gleichung ein und logarithmieren auf beiden Seiten, so
erhalten wir unter Verwendung des natirlichen Logarithmus:

In(2) =d * In(q).

Fir kleine Werte von x gilt nun die Beziehung In (1+x) = X, wie man durch einzelne Bei-
spiele mit Hilfe eines ETR leicht bestatigen kann. Ansonsten ist dies das Anfangsglied
der Reihenentwicklung fur In(1+x). Wir verwenden diese Beziehung:

IN2)=d*In(q) =d * In(1+%) ~d* % . Nunist In(2) ~ 0,7 womit unsere Regel be-

wiesen ist.

Sie ist aul3erordentlich hilfreich bei Abschatzungen der Folgen von prozentualem
Wachstum oder prozentualer Abnahme.

Beispiele:

o Die Bevolkerungszahl eines Landes wéchst jahrlich um 2,5 %.
Nach der p *d = 70 — Regel wird sich die Bevdlkerungszahl etwa alle 28 Jahre ver-
doppeln, in einem Jahrhundert also auf das 16-fache anwachsen!!!

e Der Olverbrauch eines Landes kann jedes Jahr um 5% gesenkt werden.
Folglich kann man dadurch in einem Zeitraum von 14 Jahren eine Halbierung des
derzeitigen Verbrauchs erreichen.

e Der Luftdruck nimmt mit je 100 m Hohenzunahme um jeweils ca. 1,4% ab.
In welcher Meereshohe herrscht nur noch der halbe normale Luftdruck?
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Wie hoch ist der Luftdruck noch in ca. 8000 m Hohe auf dem Mt. Everest?
Was bedeutet das fur einen Bergsteiger?

e Die Halbwertszeit eines bestimmten radioaktiven Materials betragt 140 Jahre.
Um wie viel Prozent nimmt das Material pro Jahr durch Verstrahlung ab?

e UuU.Vv.a m.

b) Es gilt 210 ~ 108 Denn 219 =1024 und 102 = 1000.

Wir zeigen, wie man mit diesen beiden Kenntnissen das Verzinsungsproblem tber 2000
Jahre einer einfachen Uberschlagsrechnung unterziehen kann:

Prozentuale Zunahme um jeweils 3% pro Jahr bedeutet nach der p * d = 70 — Regel
eine Verdopplung in ca. 25 Jahren, also etwa vier Verdopplungen in einem Jahrhundert,
d. h. das 24 = 16 - fache nach je 100 Jahren.

In 20 Jahrhunderten kommt man daher auf eine Veranderung mit dem Faktor

(2420 = 280 = (210)8 ~ 1024, Dieser einfache Uberschlag steht in bester Ubereinstimmung
mit unserem oben errechneten Ergebnis!

Eine kleine Anmerkung zum Schluss:

Was macht eine Problemaufgabe aus?

e Offenheit der Aufgabenstellung
e Nicht unbedingt eindeutige Lésung

e Ausreichende Problemvermittlung und dadurch Motivation (Voraussagen!).
Dazu gehort auch eine hinreichende Sachverhaltsklarung wie die Vermittlung
von Alltagswissen: Non scholae, sed vitae discimus!.

e Betroffenheit der Schuler vom Problem: Aufbau von Erwartungshaltungen.

e Herausforderung (Widerspruch, Verfihrung, Anstof3) in der Aufgabenstellung.
e Erwartungswidrige, unglaubliche oder zumindest zweifelhafte Losungen.
U.a.m.

Bemerkung:

Problemorientierung stellt nicht so sehr die routinemallige Losung der Aufgabe in den
Vordergrund, sondern das Befassen mit der zu Grunde liegenden Fragestellung, das
Ergriinden der wirklichen Problemstellungen, das Wissenwollen um die Sachverhalte.
Das kommt nicht unbedingt den Ublichen Schuilerhaltungen entgegen (,Warum mussen
wir beim Prozentrechnen nachdenken, warum dirfen wir nicht einfach rechnen?®).
Schiler lieben es eher, Rezepte zu verwenden mit denen sie jegliches Nachdenken und
Befassen mit der Sache selbst umgehen und blind rechnen kénnen.

Formeln und Rezepte sind oft der sicherste Weg, das Nachdenken tber einen
Sachverhalt wirksam zu verhindern.
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3. Zuordnungen

3.1 Einfuhrende Beispiele
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3.3 Die Antiproportionalitat
3.4 Lineare Funktionen
3.5 Prozentuales Wachstum. Exponentialfunktionen
3.6 Sonstige Zuordnungen
3.7 Losungsformen fur Zuordnungen in der Schule
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e Antiproportionalitaten
e Lineare Funktionen
e Prozentuales Wachstum. Exponentialfunktionen

3.8 Sonstige Zuordnungen. Aufgabenbeispiele
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3.1 Einfihrende Beispiele

In vielen Bereichen des Alltags spielen Zuordnungen (meist sind es sogar Funktionen,
also eindeutige Zuordnungen) zwischen Grol3enbereichen eine Rolle. Wir wollen dies
durch die Aufzahlung einer Reihe von Beispielen belegen:

e  Warenmenge (Stlickzahl, Gewicht, Volumen, Flacheninhalt, Lange, ...) und Wa-
renpreis (Geldwert) beim Einkaufen

o Lebensalter und Korpergewicht oder Kérpergrol3e eines Menschen

o Briefgewicht und Briefporto

o Fahrstrecke und Taxikosten

o Energieverbrauch und ,Strom“rechnung

o Telefontarife

o Fullhhe eines Behélters in Abhangigkeit von der Fillzeit (bzw. Leeren)

e  Zeitlicher Verlauf der Kérpertemperatur bei einer Krankheit (,Fieberkurve®)

e  Zeitlicher Verlauf irgend einer beliebigen messbaren Gréi3e

e  Veranderung des Luftdrucks mit zunehmender Meereshohe

e Veranderung des Schweredrucks mit zunehmender Meerestiefe

[

u.v.a.m.

Unter diesen Zuordnungen treten sehr haufig einige wenige Typen mit ganz besonde-
ren Eigenschaften auf, die wir im Folgenden vorstellen bzw. erarbeiten wollen.

Aufgabe 1:

In einem Koordinatensystem mit der Einheit 1 cm ist der Punkt P(6; 4) gegeben. Vom
Punkt P(x; y) sind die Lote auf die Koordinatenachsen gezeichnet. Diese bilden zu-
sammen mit den Achsen ein Rechteck R. Zeichnen Sie das Rechteck R im Koordina-
tensystem.

a) Zeichnen Sie mehrere weitere Rechtecke, die den gleichen Umfang wie das
Rechteck R haben. Stellen Sie eine Wertetabelle fur die Seiten x und y der Recht-
ecksserie auf.

Welche Eigenschaften hat die Zuordnung s: x—Y, die durch diese Wertetabelle
dargestellt ist? Welcher funktionale Zusammenhang besteht?
Wie lautet die Funktionsgleichung und auf welcher Kurve liegen die Punkte P?

b) Zeichnen Sie mehrere weitere Rechtecke, mit der gleichen Seitendifferenz x —y
wie beim Rechteck R. Stellen Sie eine Wertetabelle fiir die Seiten x und y der
Rechtecksserie auf.

Welche Eigenschaften hat die Zuordnung d: x—y, die durch diese Wertetabelle
dargestellt ist? Welcher funktionale Zusammenhang besteht?
Wie lautet die Funktionsgleichung und auf welcher Kurve liegen die Punkte P?

c) Zeichnen Sie mehrere weitere Rechtecke mit dem gleichen Seitenverhdltnis x : y
wie beim Rechteck R. Stellen Sie eine Wertetabelle fir die Seiten x und y der
Rechtecksserie auf.
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Welche Eigenschaften hat die Zuordnung q: x—y, die durch diese Wertetabelle
dargestellt ist? Welcher funktionale Zusammenhang besteht?
Wie lautet die Funktionsgleichung und auf welcher Kurve liegen die Punkte P?

d) Zeichnen Sie mehrere weitere Rechtecke mit dem gleichen Flacheninhalt wie
beim Rechteck R. Stellen Sie eine Wertetabelle flr die Seiten x und y der Recht-
ecksserie auf.

Welche Eigenschaften hat die Zuordnung p: x—y, die durch diese Wertetabelle
dargestellt ist? Welcher funktionale Zusammenhang besteht?
Wie lautet die Funktionsgleichung und auf welcher Kurve liegen die Punkte P?

e) Vergleichen Sie die vier Falle miteinander. Welche Gemeinsamkeiten, welche Un-
terschiede erkennen Sie?

In jedem der vier Beispiele von Aufgabe 1 geht es um eine Zuordnung: Jeder Seiten-
lange x (Breite des Rechtecks) ist jeweils in eindeutiger Weise eine Seitenlange y (hier
,HOhe" des Rechtecks) zugeordnet. Es handelt sich also jeweils um eine Abbildung
(Funktion, Zuordnung) von L&ngen, also innerhalb eines Grél3enbereichs. Wir setzen
die Ublichen Darstellungsformen fiir solche Zuordnungen (Wertetabelle, Schaubild,
Gleichung etc.) als bekannt voraus. In folgender Abbildung sind alle vier Schaubilder
der Teilaufgaben a) bis d) aus Aufgabe 1 dargestellt.

Q

Wir wollen nun einige typische Sonderformen von Zuordnungen thematisieren, indem
wir deren mathematischen Hintergrund beleuchten.

Hinweis:
Wir werden im Folgenden auf die detaillierte Untersuchung von Teilbarkeits- oder
Kommensurabilitdtsvoraussetzungen der GroéRenbereiche ebenso verzichten, wie auf

Stetigkeitstberlegungen der beteiligten Funktionen. Im Zweifelsfall setzen wir diese je-
weils als gegeben voraus.
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3.2 Die Proportionalitat

Eine Zuordnung f: x —» y = f(X) nennen wir eine

Proportionalitat, falls die zugeordneten Wer- 6« = s S
tepaare (x; y) die Funktionsgleichung y=a*x
y =f(x) =a* x erfullen, also die Punkte (x; y) IS SO
des Schaubilds auf einer Ursprungsgerade a

liegen. Je nach Sachverhalt sind diese Funkti- 4« T
onen nur fur naturliche x-Werte (z. B. bei 1

Stiickzahlen) oder nur fur rationale oder farale >~/ 7
positiven reellen Werte x definiert. Das hangt b o S .
ganz von der Art der beteiligten Grol3enberei-

che ab. 1 /4« + .+ .

Wir werden im Folgenden einige wichtige Ei-
genschaften der Proportionalitat ableiten und 7 ; i i ' : :

. . : e 1 2 3 4 5 6
untersuchen, ob diese fir die Proportionalitat
auch charakteristisch sind, d. h. ob umgekehrt jede Zuordnung mit der betreffenden Ei-
genschaft auch wirklich eine Proportionalitat ist. Zuvor jedoch deuten wir diese Eigen-
schaften an Hand einer Wertetabelle der Funktion an:

+1 ° 2 +
I 7 | v — l
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
y 0 a 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a | 10a | 15a
. B 4 —— 4
+a o2 +

(1) Eine erste Eigenschaft der Proportionalitat ist die Vervielfachungseigenschaft:

Wird der x-Wert ver-k-facht, so wird auch der zugehorige y-Wert ver-k-facht,
d. h. es gilt: f(k *x) =k *f(x) (A)

Wir beweisen die Richtigkeit dieser Eigenschaft (A) fir die Proportionalitdt unter Benut-
zung ihrer Funktionsgleichung:

flk*x)=a*(k*x)=k*(a*x)=k*f(x).

Wir zeigen nun umgekehrt, dass aus der Vervielfachungseigenschaft (A) die Funktions-
gleichung der Proportionalitat folgt:

Wahlen wir k = 0, so erhalt man durch Einsetzen in (A): f(0) =f(0 * x) =0 * f(x) = 0. Das
Schaubild verlauft also mit Sicherheit durch den Ursprung.

Wahlen wir x = 1 und setzen dies in (A) ein, so erhalten wir f(k * 1) = f(k) = k * f(1).
Setzt man f(1) = a, so erh&lt man daher allgemein f(x) = x * f(1) = a * x und unsere Be-
hauptung ist bewiesen.
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Jede Proportionalitat erfillt die Bedingung (A) und jede Funktion, die die Bedin-
gung (A) erfullt, ist eine Proportionalitat.

(2) Eine weitere charakteristische Eigenschaft der Proportionalitat ist die
Additionseigenschaft oder Summeneigenschaft:

Man erhélt den Funktionswert f(r + s), indem man die Funktionswerte f(r)
und f(s) addiert, d.h. es gilt: f(r +s) =1(r) + f(s) (B)

Wieder beweisen wir die Richtigkeit der Behauptung, indem wir die Funktionsgleichung
der Proportionalitat benutzen:

fr+s)y=a*(r+s)=a*r+a*s=1(r) + f(s).

Nun zeigen wir umgekehrt, dass aus der Bedingung (B) die Funktionsgleichung folgt:
Mit r = s = 0 ergibt sich aus (B) die Eigenschatft f(0) = 0.

Mit r = s = 1 ergibt sich f(2) = 2 * f(1) und so fortfahrend (vollstandige Induktion) fur alle
ganzen Zahlen k und x f(k * x) = k * f(x).

Unter Annahme weiterer verninftiger Eigenschaften (Teilbarkeitseigenschaft und Kom-
mensurabilitatseigenschaft) des Definitionsbereichs sowie der Stetigkeit flr die Funktion
f erhalten wir damit f(k * x) = k * f(x) fur beliebige reelle k und x und daraus kann man
gemal (1) die Gleichung f(x) = a * x ableiten.

Jede Proportionalitat erfullt die Bedingung (B) und jede Funktion, die die Bedin-
gung (B) erfullt, ist eine Proportionalitét.

(3) Eine Proportionalitat hat die Eigenschaft der Quotientengleichheit zugeordne-
ter Wertepaare. Auch dies ist eine charakteristische Eigenschaft der Proportio-
nalitat.

Die Quotienten aus zugeordneten Wertepaaren einer Proportionalitat sind konstant,

y_f()
X X

d.h. es gilt: =const.=a ©

Zundachst folgt aus der Funktionsgleichung y = a * x sofort die Beziehung Y- a und
X

damit die Konstanz der Quotienten zugeordneter Wertepaare. Selbstverstandlich folgt

umgekehrt aus der Konstanz des Quotienten aller zugeordneten Wertepaare die Funk-

tionsgleichung einer Proportionalitat. Man kénnte die Wertetabelle der Proportionalitat

durch eine weitere Zeile mit den Werten y erganzen. In dieser Zeile wirde an allen
X

Stellen der konstante Wert a stehen.

Jede Proportionalitat erfullt die Bedingung (C) und jede Funktion, die die Bedin-
gung (C) erfullt, ist eine Proportionalitat.
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(4) Eine weitere Eigenschaft der Proportionalitat ist die Linearitat bzw. die Bedin-
gung der ,gleichmaRigen Veranderung®

Nimmt der x-Wert um 1 zu, so nimmt der y-Wert stets um denselben Betrag a zu
d.h. es qilt: fx+1)=f(x)+a (D)

Wir beweisen auch diese Eigenschaft unter Benutzung der Funktionsgleichung der Pro-
portionalitat:

fx+1l)=a*(x+1)=a*x+a=f(x) +a.

Im Gegensatz zu den beiden ersten Bedingungen ist diese jedoch nicht charakteristisch
fur die Proportionalitat, denn es gibt durchaus von der Proportionalitat verschiedene
Funktionen, die die Eigenschaft (D) ebenfalls erfillen, z. B. g(x) =a * x + b mit von O
verschiedenem Wert b. Zeigen Sie die Richtigkeit dieser Aussage durch direktes Nach-
rechnen. Jede ,lineare” (ganzrational vom Grad 1) Funktion erfullt die Bedingung (D),
jedoch nur die mit f(0) =0 sind Proportionalitaten.

Zwar erfullt jede Proportionalitat die Linearitdtsbedingung (D), jedoch ist nicht
jede Funktion, die die Linearitatsbedingung (D) erfullt, eine Proportionalitat.

Zusammenfassung:

Eine proportionale Funktion f: x - y = f(x) hat die Gleichung y =a* x.

Ihr Schaubild ist eine Ursprungsgerade (im positiven Bereich nur eine Halbgera-
de).

Zugeordnete Wertepaare einer Proportionalitat sind quotientengleich.

Die Vervielfachungseigenschaft f(k * x) =k * f(x), die Additionseigenschaft

f(r +s) =f(r) + f(s) sowie die Quotientengleichheit zugeordneter Wertepaare

f(x) : x =a=const. sind je einzeln charakteristische Eigenschaften der Proporti-
onalitat. Die Linearitatseigenschaft ist eine nicht charakteristische Eigenschaft
der Proportionalitat.
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3.3 Die Antiproportionalitat

Eine Zuordnung f: x — y = f(x) nennen wir A L T
eine Antiproportionalitat, falls die zugeord-
neten Wertepaare (X; y) die Funktionsglei- 16 oo
chung y=f(x):% erfillen, also die Punkte 5 T T
(x; y) des Schaubilds auf einer rechtwinkli- 14 e e e s
gen Hyperbel (in der Regel auf dem Ast im
positiven Bereich) liegen. 13 £+ 4+ s
a y=a:X
2 + + + + +
Wir werden im Folgenden einige wichtige
Eigenschaften der Antiproportionalitét ablei- @] . —
ten und untersuchen, ob diese fur die An-
tiproportionalitat auch charakteristisch sind. S -
Zuvor jedoch deuten wir diese Eigenschaften 11 2 3 4 5 6 7
an Hand einer Wertetabelle der Funktion an:
o2
| v
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 15
y a | 2|22 & &g ajpa)pa;a,)a
2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 15
I )
D2

(1) Eine charakteristische Eigenschaft der Antiproportionalitat ist die inverse Ver-
vielfachungseigenschaft:

Zum k-fachen des x-Wertes gehort der k-te Teil des zugehdrigen y-Wertes,

L i (E)

d. h. es gilt: f(k * x) = m

Wir beweisen die Richtigkeit dieser Eigenschaft (E) fir die Antiproportionalitdt unter Be-

nutzung ihrer Funktionsgleichung f(k *x) = ﬁ = %E& = %Ef(x)
X

Wir zeigen nun umgekehrt, dass aus der inversen Vervielfachungseigenschatft (E) die
Funktionsgleichung der Antiproportionalitat folgt:

Wahlen wir x = 1, so erhalt man durch Einsetzen in (E), f(k) = % f(1) oder mit der Ub-

lichen Variablen x als Argument und dem Wert a = f(1) die Gleichung f(x) = a . Damit
X
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ist unsere Behauptung bereits vollstandig bewiesen (wieder verzichten wir auf die Un-
tersuchung von Teilbarkeits-, Kommensurabilitats- und Stetigkeitsfragen).

Jede Antiproportionalitéat erfullt die Bedingung (E) und jede Funktion, die die Be-
dingung (E) erfullt, ist eine Antiproportionalitat.

(2) Eine Antiproportionalitat hat die charakteristische Eigenschaft der Produkt-
gleichheit zugeordneter Wertepaare.

Die Produkte aus zugeordneten Wertepaaren einer Antiproportionalitat sind konstant,
d.h. es gilt: X *y =x*f(x) =const. = a. (F)

Zunachst folgt aus der Funktionsgleichung y = 2 sofort die Beziehung y *x =a und
X

damit die Konstanz der Produkte zugeordneter Wertepaare. Selbstverstandlich folgt
umgekehrt aus der Konstanz des Produktes aller zugeordneten Wertepaare die Funkti-
onsgleichung einer Antiproportionalitdt. Man konnte die Wertetabelle der Antiproportio-
nalitat durch eine weitere Zeile mit den Werten y * x erganzen. In dieser Zeile wiirde
an allen Stellen der konstante Wert a stehen.

Jede Antiproportionalitéat erfillt die Bedingung (F) und jede Funktion, die die Be-
dingung (F) erfillt, ist eine Antiproportionalitat.

Wie man durch Uberpriifen an Hand der Wertetabelle bzw. unter Benutzung der Funkti-
onsgleichung leicht nachprift gibt es weder eine zur Additionseigenschaft noch zur Li-
nearitatseigenschaft analoge Eigenschaft bei Antiproportionalitaten.

Zusammenfassung:

Eine antiproportionale Funktion g: x - y = g(x) hat die Gleichung y = %.

Ihr Schaubild ist eine rechtwinklige Hyperbel (im positiven Bereich nur ein Hy-
perbelast).

Zugeordnete Wertepaare einer Antiproportionalitat sind produktgleich.

Die inverse Vervielfachungseigenschaft f(k * x) = kl *f(x) und die Produkt-

gleichheit zugeordneter Wertepaare x * f(x) = const. sind je einzeln charakteristi-
sche Eigenschaften der Antiproportionalitat.

Die Antiproportionalitat hat weder eine Additions- noch eine Linearitatseigen-
schaft.
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3.4 Lineare Funktionen

Als ,lineare Funktionen® wollen wir hier die ,ganzrationalen Funktionen ersten Grades*
bezeichnen. Sie haben als Schaubilder stets Geraden mit einer Gleichung von der all-
gemeinen Form y =f(x) =a* x + b mit der Steigung a durch den Punkt S(0; b).

Vielfach wird der Begriff ,linear” in engerem Sinne verwendet und die beiden folgenden
Bedingungen dafir verlangt:

e Additionsbedingung: f(x +y) =1f(x) + f(y)
e Multiplikationsbedingung: f(x *y) = x * f(y).

Wie wir aus Abschnitt 3.1 jedoch bereits wissen, sind diese beiden Bedingungen cha-
rakteristisch flr Funktionen vom Typ der Proportionalitat, also Funktonen mit der Glei-
chung y =a*x bzw. mit einer Ursprungsgerade als Schaubild.

Wenn wir hier linear” im weiteren Sinne verwenden, so mussen wir daflir eine charak-
teristische Bedingung angeben:

Wir bezeichnen eine Funktion h: x —» y = h(x) als ,linear®, wenn die zu ihr gehorigen
Wertepaare auf einer Geraden liegen. Dafur ist notwendig und hinreichend, die Eigen-
schaft der ,gleichmaRigen Veranderung®: Nimmt x um 1 zu, so verandert sich y
stets um denselben Betrag a (ab- oder zunehmend, je nachdem a positiv oder negativ
ist). Es gilt also folgende

,Linearitatsbedingung*: fx+1)=f(x) +a L)
Aus dieser Bedingung folgern wir: 16 + .+ + +
f(1) =f(0) +a f)=f(1)+a=f0)+2*a

f(3)=f(0)+3*a usf.

Mit den notwendigen Stetigkeitsbedingungen und
dem Wert f(0) = b erhalten wir damit die Funktions-
gleichung y =f(x) =a * x + b, also eine ,lineare
Funktion mit einer Geraden als Schaubild.

Lineare Funktionen treten haufig in Anwendungen
auf, wenn man bestimmte Randbedingungen durch 1 + . s N N
Idealisierung vernachlassigt. Selbstverstandlich sind b
alle Proportionalitaten auch lineare Funktionen mit ; ; ; ; ;
dem Sonderfall b = 0. 1 2 3 4 5
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3.5 Prozentuales Wachstum. Exponentialfunktionen

Aufgabe 2:

a) Befindet man sich im Wasser in einer Tiefe x unter dem Wasserspiegel, so tbt das
Wasser durch sein Eigengewicht einen gewissen Schweredruck aus. Dieser nimmt
mit jedem Meter Wassertiefe um 100 hPa = 100 Millibar zu. Stellen Sie eine Werte-
tabelle auf fir den Schweredruck im Wasser fur die folgenden Wassertiefen.
Hinweis: 1 Millibar = 1 mbar = 1 Hektopascal = 1 hPa.

Tiefe x in m 0 1 2 |3 |4 |5 10 |20 |30 |100 | 200 |1000

thweredruck 0 0.1
p in bar

Zeichnen Sie ein Schaubild fur die Funktion x — p, die jeder Wassertiefe x den dort
herrschenden Schweredruck zuordnet. Geben Sie eine Gleichung fur diese Funktion
an.

b) Weil Gase im Gegensatz zu Flussigkeiten kompressibel sind, wird ihre Dichte mit
zunehmendem Schweredruck groRer bzw. mit abnehmendem Schweredruck kleiner.
Daher &ndert sich der Luftdruck mit zunehmender Meereshthe nach folgender Ge-
setzmaRigkeit: Auf Meereshohe betragt der normale Luftdruck 1000 mbar bzw. 1000
hPa. Mit je 100 m H6henzunahme nimmt der Luftdruck jeweils um 1,4 % seines au-
genblicklichen Wertes ab. Stellen Sie eine Tabelle auf fir folgende Meereshdhen:

Hohe x 0 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 1000 | 2000 | 3000 | 4000 | 5000 | 10000
inm

Luftdruck

0 in hPa 1000 | 986 754

Zeichnen Sie ein Schaubild fur die Funktion x — p. Berechnen Sie die Funktions-
gleichung fur diese Funktion. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis von a).

Aufgabe 3:

Ein Anfangskapital K wird jahrlich mit 7% verzinst. Die Zinsen werden am Jahresende
dem Kapital zugeschlagen und im nachsten Jahr ebenfalls mit verzinst (man spricht
daher von ,Zinseszinsen®). Wie verandert sich das Kapital K im Verlauf von 20 Jahren?
Nach welcher Zeit hat es sich verdoppelt? Erstellen Sie eine Wertetabelle. Zeichnen Sie
ein Schaubild. Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fur die Zuordnung ,,Anzahl der
Jahre — Endkapital®. Nach wie vielen Jahren hat sich das Kapital verdoppelt, verdrei-
facht, vervierfacht, ...?

In den Beispielen der Aufgabe 2 b) und Aufgabe 3 haben wir es mit einer besonderen
Art des Wachstums bzw. der Abnahme zu tun, dem ,prozentualen Wachstum®. Der
Funktionswert dndert sich in jeweils gleichen Perioden (d. h. mit stets gleicher
Zunahme des x-Wertes) jeweils mit demselben Faktor. Dieser Faktor wird Ande-
rungsfaktor genannt und man erhalt daraus die Funktionsgleichung:




GroRRen im MU 53

Andert sich ein Anfangswert Ko schrittweise jeweils mit demselben Faktor g, dann erhalt
man den Wert nach x Anderungsschritten zu K(x) = Ko * g*.

o Ist g > 1 so liegt prozentuales bzw. exponentielles Wachstum vor.
o Ist dagegen 0 < g < 1, so hat man prozentuale bzw. exponentielle Abnahme.
Aufgabe 4:

Ein Anfangswert a nimmt schrittweise um jeweils 5% ab (z. B. die Erddlvorrate der Er-
de). Nach wie vielen Jahren ist nur noch die Hélfte des Vorrats vorhanden? Stellen Sie
eine Wertetafel auf. Ermitteln Sie die Gleichung und zeichnen Sie ein Schaubild.

Die Exponentialfunktion f mit der Gleichung y =f(x) =a * g* hat die folgenden
Eigenschaften:

a) f(0)=a b) f(x +1)=q *f(x) c) f(x+s)=qg°*f(x)
Nimmt x um 1 zu, so andert sich der Funktionswert mit dem Faktor q.

Wir wollen die behaupteten Eigenschaften der Exponentialfunktion kurz beweisen:
a) Durch Einsetzen von 0 fur x erhalt man

aus der Funktionsgleichung f(0) = a. oo
b) Wir setzen x + 1 ein und erhalten: e
f(x+1)=a*q(x+1):a*qx*q N N
=q*f(x) ..
c) Wir setzen x + s ein und erhalten:
f(X+S):a*q(X+S) :a*qx*qs
:qS*a*qX :qS*f(X) ! !
Wahrend die lineare Funktion bei gleichen q -
Zunahmen des x-Wertes sich jeweils um .
denselben Betrag andert (additiv), veran- a
dert sich die Exponentialfunktion bei S R L I
gleichen Zunahmen des x-Wertes jeweils ) )
um denselben Faktor (multiplikativ). 2 1 | 1 2 3 4 5 6

Wie man leicht nachpruft, gilt fir die einfache Exponentialfunktion y = g* mit dem An-
fangswert f(0) = a = 1 folgende Funktionalgleichung: f(x +y) = f(x) * f(y).
Uberprifen Sie, ob diese Gleichung auch fir von 1 verschiedene Anfangswerte

a = f(0) qilt.

Wir wollen noch eine fir den Alltag wichtige und hilfreiche Beziehung fur Funktionen mit
exponentiellem bzw. prozentualem Wachstum bzw. Abnahme zeigen, die vielfach ver-
wendbare ,p *d = 70 — Regel®.
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Aufgabe 5:

a) Nach wie vielen Jahren hat sich ein Kapital bei einem jahrlichen Zinssatz von p %
durch Zinseszinsen verdoppelt? Ermitteln Sie diese Verdopplungszeit d fur folgende
Werte p und tragen Sie Ihre Ergebnisse in folgende Tabelle ein.

(Verwenden Sie einen Taschenrechner oder ein Tabellenkalkulationssystem.)

Zinssatz p in % 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (12 |15 |20

Verdopplungszeit
d in Jahren

p*d

b) Ein Vorrat a nimmt jahrlich um p % ab. Nach wie vielen Jahren ist nur noch die Half-
te des anféanglichen Vorrats vorhanden? Ermitteln Sie diese Halbwertszeit h fur fol-
gende Werte von p und tragen Sie lhre Ergebnisse in folgende Tabelle ein:

Prozentsatz
pin % 2 3

Halbwertszeit
h in Jahren

p*h

Die p *d ~ 70 — Regel:

Nimmt ein Wert schrittweise jeweils um p % zu oder ab, so ist nach d Schritten
der doppelte bzw. halbe Wert erreicht, wenn gilt:

p*d=70.

Bevor wir die Regel beweisen, sei auf ihre Nutzlichkeit fur Gberschléagige einfache aber
weitreichende Uberlegungen in Anwendungen hingewiesen:

e Sparen wir jedes Jahr 5% unseres Energieverbrauchs ein, so haben wir unseren
Energieverbrauch nach etwa 14 Jahren halbiert. Man glaubt es kaum!

e Ein Kapital, das mit 7 % jahrlich verzinst wird, verdoppelt sich in 10 Jahren. Wird es
dagegen nur mit 3,5 % verzinst, so dauert dies sogar 20 Jahre. Bei Verzinsung mit
7% hatte man in 20 Jahren das Kapital sogar vervierfacht!

e Eine jahrliche Inflationsrate von 3 % reduziert den Wert eines Kapitals in rund 25
Jahren auf die Halfte.

e Eine jahrliche Bevolkerungszunahme in einem Land von nur 2% bedeutet in 35 Jah-
ren eine Verdopplung der Bevolkerung.
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Nun fuhren wir den Beweis fur unsere Regel:

Es gilt f(x) =a* g%, wobei der Anderungsfaktor g sich durch den Prozentsatz p % er-
rechnetzu q =1+ p/100 (bei Abnahmen q =1 — p/100).

Wir suchen x =d so, dass gilt f(d)=2*a=a*q".
Folglich muss gelten 2 = g% unabh&ngig vom Anfangswert a.

Wir nehmen auf beiden Seiten der letztgenannten Gleichung den Logarithmus und er-
halten In(2) =d * In(q). Da fur kleine Werte von x gilt: In(1 + x) ~ x erhalten wir:

In(2) ~d * p/100 und daraus d * p ~ 100 *In(2) = 70.

Fir prozentuale Abnahmen erhélt man die Rechnung ganz analog. Fiihren Sie dies
selbstandig durch.

Ruckblickend wollen wir noch einmal den Vergleich von linearem und exponentiel-
lem Wachstum betrachten:

e Die reine Proportionalitat mit der Gleichung y = a * x ist gekennzeichnet durch die
Funktionalgleichung f(x +y) = f(x) + f(y), d. h. zur Summe der Argumentwerte ge-
hort die Summe der Funktionswerte.

e Die allgemeine lineare Funktion mit der Gleichung y =a * x + b ist gekennzeich-
net durch die Funktionalgleichung f(x + 1) = f(x) + a, d. h. gleichen Zunahmen des x-
Wertes entsprechen gleiche Zunahmen des y-Wertes.

e Die reine Exponentialfunktion mit der Gleichung y =f(x) = g* ist gekennzeichnet
durch die Funktionalgleichung f(x +y) = f(x) * f(y), d. h. zur Summe der Argument-
werte gehort das Produkt der Funktionswerte.

e Die allgemeine Zuordnung mit exponentiellem Wachstum und Anfangswert a
mit der Gleichung y =f(x) = a * g* ist gekennzeichnet durch die Funktionalglei-
chung f(x + 1) = q * f(x), d.h. zu gleichen Zunahmen des x-Wertes gehéren gleiche
Anderungsfaktoren fiir den y- Wert.
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3.6 Sonstige Zuordnungen

Neben den bisher angefiihrten Typen von Funktionen (Proportionalitaten, Antiproportio-
nalitaten, lineare Funktionen, Exponentialfunktionen) treten bei alltdglichen Zuordnun-
gen noch andere Typen auf, die wir nach ,je mehr — desto mehr bzw. nach ,je mehr —
desto weniger® grob in zwei Gruppen unterteilen konnen.

Zuordnungen vom Typ ,,je mehr — desto mehr*:

Aufgabe 6:

a) Zur Zeit (im Jahr 2005) verlangt die Deutsche Post Portogebihren fir Briefe in Ab-
hangigkeit vom Gewicht gemal folgender Tabelle (wir lassen Formatfragen aul3er
Acht):

Briefgewichting | bis 20 | von 20 bis 50 | von 50 bis 500 | von 500 bis 1000

Briefporto in € 0,55 0,95 1,44 2,20

Zeichnen Sie ein Schaubild der Zuordnung Briefgewicht — Briefporto.

b) Geben Sie Beispiele an, bei denen als Zuordnungen ebenfalls , Treppenfunktionen”
der Art ,je mehr — desto mehr” auftreten.

c) Bei einem Wiirfel mit der Kantenlange x nehmen sowohl die Oberflache O als auch
der Rauminhalt V zu, wenn die Kantenlange x zunimmt. Beide Zuordnungen sind al-
so vom Typ ,je mehr — desto mehr. Stellen Sie eine Wertetabelle auf und zeichnen
sie die Schaubilder der Funktionen x — O bzw. x — V. Handelt es sich um Propor-
tionalitaten?

d) Klaus beginnt einen Sparvertrag. Er zahlt am Anfang jedes Jahres 1000 € ein und
sein Kapital wird mit 7 % verzinst. Legen Sie eine Wertetabelle an. Zeichnen Sie ein
Schaubild der Zuordnung Jahr — Kapital. Auf welchen Endbetrag ist der Sparver-
trag nach Ablauf von 20 Jahren angewachsen? Verwenden Sie ein Tabellenkalkula-
tionssystem z. B. EXCEL.

e) Einrechteckiges Schwimmbad hat den ne-
benstehenden Langsschnitt. Es wird gefuillt,
indem ein gleichméafiger Wasserzulauf ge- .
offnet wird. Skizzieren Sie den zeitlichen Ver- _ Nicht-
lauf der Wasserhéhe im Bad. Schwimmer schwimmer

f) Eine Gruppe von drei Laufern lauft eine
Runde in 20 Minuten. Wie lange benétigt da- Eprtng-
fur eine Gruppe von 4 Laufern? ecken
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Zuordnungen vom Typ ,,je mehr — desto weniger*:

Aufgabe 7:

a)

b)

d)

f)

Ein Bauherr tilgt sein Darlehen in Hohe von 100 000 €, das er mit 8% verzinsen
muss, durch eine Zahlung von 10 000 € fur Zins und Tilgung zum Ende jedes Jah-
res. Stellen Sie einen Tilgungsplan auf. Zeichnen Sie ein Schaubild fir die Zuord-
nung Jahre — Schuldenstand. Verwenden Sie ein Tabellenkalkulationssystem.

Eine Leiter der Lange 10 m steht auf waagrechtem Boden an einer senkrechten
Wand. Je grof3er der Abstand x des Leiterful3es von der Wand ist, desto geringer ist
die H6he y bis zu der die Leiter reicht.

Zeichnen Sie ein Schaubild der Zuordnung x — y. Geben Sie die Gleichung an.

Eine GrolBmutter vererbt ein Kapital von 20 000 € an ihre zwei Enkel Tim und Anne
je nachdem, wie sich jeder von beiden um sie kimmert. Je mehr Tim erbt, desto
weniger erhalt Anne. Zeichnen Sie ein Schaubild. Geben Sie die Gleichung der Zu-
ordnung ,Erbe Tim — Erbe Anne“ an.

Eine Jugendgruppe mietet fur eine Ausfahrt einen Bus. Dieser kostet 1 200 € fur den
Ausflugstag. Je mehr Teilnehmer mitgehen, desto weniger muss der Einzelne be-
zahlen. Stellen Sie eine Wertetabelle auf. Zeichnen Sie ein Schaubild. Geben Sie
die Gleichung der Zuordnung Teilnehmeranzahl — Fahrpreis an.

Eine Henne britet 15 Eier in 23 Tagen aus. Wie lange bendtigt sie zum Ausbriiten
von 12 Eiern?

Ein Handler fur Heizdl gibt ,Mengenrabatt®. Skizzieren Sie das Schaubild der Zuord-
nung ,Bezugsmenge in Litern — Literpreis“. Von welchem Typ ist diese Zuordnung?
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3.7 Losungsformen fir Zuordnungen in der Schule
1. Proportionalitaten

Wir stellen am Beispiel einer einfachen Aufgabe Losungsformen fur die Schule vor, die
sich an den einzelnen Eigenschaften der Proportionalitat orientieren.

Aufgabe 8:
Der Preis fur 7 Zitronen betragt 4,20 €. Wie viel kosten 8 Zitronen?
Losung 1: Dreisatz mit Operatoren

Voruberlegung: ,Wenn man doppelt so viel kauft, muss man auch doppelt so viel be-
zahlen®. ,Zur doppelten, dreifachen, ... Menge gehort der doppelte, dreifache, ...
Preis.“ Die Zuordnung Zitronenanzahl — Preis ist also eine Proportionalitét.

7 Zitronen kosten 4,20 € Zitronen | Euro

7 4,20
1 Zitrone kostet (4,20:7) € 1 0,60
8 4,80

8 Zitronen kosten (4,20:7)*8 €

Diese Ldsungsform mit dem klassischen ,Dreisatz mit direktem Verhaltnis® — unterstttzt
durch die den Gedankengang demonstrierenden Operatoren — benutzt die charakteris-
tische Vervielfachungseigenschaft der Proportionalitat zur Lésung. Eine Variante dieser
Ldsung ist die Tabellendarstellung, bei der an Stelle der Satze nur eine tabellarische
Zuordnung benutzt wird (rechte Spalte). Auch bei dieser (hier vereinfacht dargestellten)
Ldsungsform sollte auf die den Gedankengang klarenden Operatoren nicht verzichtet
werden.

L6sung 2: Additionsschema

Voruberlegung: ,Wenn man zuerst 7 und dann noch eine Zitrone kauft, muss man so-
viel bezahlen, wie wenn man gleich 8 Zitronen kauft".
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7 Zitronen kosten 4,20 €

1 Zitrone kostet 0,60 €

8 Zitronen kosten 4, 80 €

Wir addieren auf der einen Seite die Mengen und auf der anderen Seite die Preise. Da-
bei wird offensichtlich die Additionseigenschaft verwendet. Diese Losungsform ist nur in
seltenen Fallen vorteilhaft anzuwenden und deshalb weniger empfehlenswert als die
erste.

Losung 3: Verhdltnisgleichung

Vorluberlegung: ,Der Preis fur eine Zitrone ist stets der gleiche, egal wie viele man
kauft®.
X 4,20

Einzelpreis=x:8=4,20 : 7 bzw. 8- 7

Daraus berechnet man durch algebraische Umformung (!) x = 0,60 * 8 = 4,80.

Diese Losungsform benutzt die Quotientengleichheit entsprechender GroRenpaare. Sie
erfordert schon einfachste algebraische Umformungstechniken. Eine aul3erordentlich
einfache und angemessene Losungsform, wenn man die Umformung beherrscht.

Losung 4: L6ésung mit Funktionsgleichung

Voruberlegung: ,Die Zuordnung Zitronenzahl — Kaufpreis ist eine Proportionalitat mit
der Gleichung y = f(x) = a * x.“ Wir ermitteln die Proportionalitatskonstante a aus dem
gegebenen Wertepaar (7; 4,20). Durch anschliel3endes Einsetzen von x = 8 erhalten wir
den Preis f(8) fur 8 Zitronen.

y=f(x) =a*x.
Mit x =7 und y = 4,20 erhalt man a = 0,60.
Damit ergibt sich f(8) = 0,60 * 8 = 4,80.

Diese Ldsung bewegt sich auf hohem Niveau in Bezug auf algebraische Kenntnisse
und Kenntnisse tber Funktionen und ist deshalb nur fir Schiler mit entsprechenden
Vorkenntnissen leistbar. Sie ist jedoch dem Sachverhalt ,Zuordnungen“ am nachsten
und daher als Endziel anzustreben. Nattrlich wird auch bei ihr die Quotientengleichheit
ausgenutzt. Daher kann von Ldsung 3 aus leicht auf Losung 4 hingearbeitet werden.
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2. Antiproportionalitaten

Auch die zu diesem Zuordnungstyp passenden Ldsungen stellen wir beispielhaft an
Hand einer einfachen Aufgabe vor:

Aufgabe 9:

Eine Jugendgruppe organisiert einen Ausflug.
Wenn alle 36 Mitglieder mitfahren, kostet der Bus 20 € fur jeden.
Wie teuer ist die Busfahrt fur jeden Teilnehmer, wenn nur 30 Mitglieder mitfahren?

Losung 1: Dreisatz mit Operatoren

Voruberlegung: ,Wenn doppelt so viele mitfahren, kostet es fur jeden nur halb so viel.”
,Zur doppelten, dreifachen, ... Teilnehmerzahl, gehoért der halbe, drittel, ... Fahrpreis®.

Bei 36 Teilnehmern kostet es 20 €
: 36 * 36

Bei 1 Teilnehmer kostet es 20 * 36 €
*30 : 3

Bei 30 Teilnehmern kostet es (20*36): 30 €

Wie im Falle der Proportionalitat kann diese ,Dreisatzdarstellung mit indirektem (umge-
kehrtem) Verhaltnis“ auch kiirzer in Tabellenform mit Operatoren ersetzt werden.

Die Losung benutzt die ,inverse Vervielfachungseigenschaft” der Antiproportionalitat.

Losung 2: Produktgleichheit.

Voruberlegung: ,Der Gesamtpreis fir das Busunternehmen ist jeweils der gleiche, ob
nun viele oder wenige Teilnehmer mitfahren.*

Gesamtkosten = x * 30 = 20 * 36.

Daraus erhalt man durch algebraische Umformung (!) x =

Diese Losungsform benutzt die Produktgleichheit entsprechender Grol3enpaare. Sie
erfordert schon einfachste algebraische Umformungstechniken. Eine aul3erordentlich
einfache und angemessene Ldsungsform, falls man die Umformungen beherrscht.
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Losung 3: Lésung mit Funktionsgleichung
Voruberlegung: ,Die Zuordnung Teilnehmerzahl — Fahrpreis ist eine Antiproportionali-

tat mit der Gleichung y = f(x) = a “ Wir ermitteln die Konstante a (Gesamtpreis fur den
X

Bus) aus dem gegebenen Wertepaar (36; 20). Durch Einsetzen von x = 30 erhalten wir
f(30).

y=f(x) = a bzw.y * x = a.
X

Mit x = 36 und y = 20 erhalt man a = 720.
Damit ergibt sich f(30) = 720 : 30 = 24.

Diese Ldsung bewegt sich auf hohem Niveau in Bezug auf algebraische Kenntnisse

und Kenntnisse Uber Funktionen und ist deshalb nur fir Schiler mit entsprechenden
Vorkenntnissen leistbar. Sie ist jedoch dem Sachverhalt ,Zuordnungen® am nachsten
und daher als Endziel anzustreben. Naturlich wird auch bei ihr die Produktgleichheit

zugeordneter GrolRenpaare ausgenutzt. Daher kann von Lésung 2 aus leicht auf L6-

sung 3 hingearbeitet und umgelenkt werden.

3. Lineare Funktionen

Bei linearen Funktionen bietet sich eine Losung an, die die konstante Zunahme der y-
Werte bei konstanter Zunahme der x-Werte benutzt.

Aufgabe 10:

Herr Mdller und Herr Maier haben denselben ,Stromtarif. Sie bezahlen eine feste
Grundgebuhr und fur jede verbrauchte kWh einen festen Arbeitspreis.

Herr Muller hat 3234 kWh im Jahr verbraucht und muss 868,50 € fir das Jahr bezahlen.
Herr Maier hat 2678 kWh verbraucht und muss 729,50 € bezahlen.

Wie hoch ist die Grundgebtihr und wie hoch der Arbeitspreis?

Losung: Losung durch Verwendung der konstanten Zunahme.

Fur den Mehrverbrauch von (3234 — 2678) kWh = 556 kWh muss Herr Muller
(868,50 — 729,50) € = 139 € mehr bezahlen.

Daher kostet eine kWh (139 : 556) € = 0,25 €.

Mit diesem Wert kann man den Grundbetrag ermitteln zu
(868,50 — 0,25 * 3234) € = 60 €.

Die Zuordnung ,Verbrauch x in kWh — Strompreis y in € hat daher die Gleichung
y =60 + x*0,25.

Selbstverstandlich kann man auch eine L6sung mit Hilfe der Funktionsgleichung
y =b +a*x ansetzen und die Koeffizienten a und b bestimmen aus einem linearen
Gleichungssystem mit zwei Variablen, indem man die beiden bekannten Wertepaare
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einsetzt, aber dazu muss man den zugehdrigen algebraischen Formalismus beherr-
schen. Mit der oben benutzten inhaltlichen Uberlegung kann man das umgehen.

Die Losungen derartiger Gleichungen hangen sehr eng mit der Behandlung der ent-
sprechenden Funktionentypen zusammen. Deshalb empfiehlt sich bei der Behandlung
in der Schule immer die gekoppelte Behandlung von bestimmten Typen von Gleichun-
gen (linearen, quadratischen, ...) mit dem dazugehoérigen Typ von Funktionen.

4. Prozentuales Wachstum. Exponentialfunktionen

Wie bereits bemerkt, wird man nach Méglichkeit Gleichungen eines bestimmten Typs
immer zusammen mit dem entsprechenden Typ von Funktionen behandeln. Nun sind
die Exponentialfunktion und ihre Umkehrung, die Logarithmusfunktion, bereits sehr an-
spruchsvoll und werden nicht immer grundlich in Funktionsform behandelt. Wir wollen
daher versuchen, Lésungsformen fur diese Art von Gleichungen zu finden, die auch
ohne vertiefte Kenntnis der Funktionen dieses Typs mdglich sind.

Wir gehen aus von einem Anfangswert a, der sich in Schritten stets mit demselben An-
derungsfaktor q verandert. Man erhalt die Funktionsgleichung f(x) =a* g*.

Je nachdem, welcher der vier Werte X, f(x) = W, a bzw. g in der Funktionsgleichung ge-
fragt ist, konnen folgende Grundaufgaben auftreten:

G1: Gesucht ist der Endwert W = f(x), die drei anderen Werte sind gegeben.

Man erhalt den Wert W = f(x) durch fortgesetztes Multiplizieren von a mit q bzw.
durch Potenzieren von g mit x und Multiplikation mit a.

G2: Gesucht ist der Anfangswert a, die drei anderen Werte sind gegeben.
Man ermittelt a = f(x) : g*.

Diese beiden Grundaufgaben sind einfach und mit den Grundrechenarten zugéanglich.
Nur die beiden folgenden erfordern zur exakten Losung die Kenntnis des Logarithmus.
Wir geben daflr Ersatzstrategien an.

G3: Gesucht ist die Schrittzahl x. Gegeben f(x), a und qg.

Mit Hilfe eines Taschenrechners lasst sich diese Aufgabe leicht [6sen. Man nimmt g
in den Speicher und bentzt diese Zahl als multiplikative Konstante. Nun wird a so
oft mit g multipliziert (mitzahlen), bis der gesuchte Wert f(x) erreicht bzw. Uberschrit-
ten ist.

G4: Gesucht ist der Anderungsfaktor g, die anderen drei Werte sind gegeben.

In diesem Fall bleibt nichts anderes ubrig als durch systematisches Probieren mit
verschiedenen Werten (,Versuch und Irrtum®) den Wert g allm&hlich einzuschach-
teln.

Aufgabe 11:

Formulieren Sie zu jeder der vier Grundaufgaben ein Zahlenbeispiel etwa an Hand ei-
ner Zinseszinsaufgabe. Losen Sie diese Aufgabe mit Hilfe der angegebenen Methoden.
Ldsen Sie zur Kontrolle auch jede Aufgabe genau.
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Wir wollen zum Schluss noch die exakten Losungen fir die beiden letzten Grundaufga-
ben G3 und G4 angeben:

Dazu gehen wir aus von der Gleichung W =a * g*.

Wir nehmen auf beiden Seiten den Logarithmus (es ist gleichgiltig zu welcher Basis, z.
B. den Zehnerlogarithmus Ig oder den natirlichen Logarithmus In oder einen beliebigen)
und erhalten:

In(W) =In(a) + x *In(q). Je nachdem ob x oder g gefragt ist I6st man weiter auf:

« = In(W) - In(a) In(W) - In(a)
X

In@ bzw. In(q) =

und daraus q.

Ein kleiner Nachtrag soll ein wohlbekanntes Problem behandeln, das in diesen Kontext
passt. Radioaktive Substanzen haben die Eigenschaft, dass sie gemal’ einem exponen-
tiellen Gesetz zerfallen. Die nach t Jahren noch vorhandene (also noch nicht zerfallene
und daher noch aktive) Substanz &ndert sich nach folgendem Gesetz:

S(t)=So*exp(—A*t) =So* et

Die GroRe A in der Einheit nennt man ,Zerfallskonstante“. Sie ist eine charakte-

Jahre
ristische Grol3e fur jede spezielle radioaktive Substanz. Wir wollen klaren, wie diese
Zerfallskonstante A mit der sogenannten Halbwertszeit T zusammenhéngt, also der An-
zahl von Jahren, nach der sich die Substanzmenge halbiert hat:

S(T) =So/2 =So *exp(-A*T). Daraus folgt: %2 = exp(— A*T) unabhé&ngig von Seo.
Durch Logarithmieren folgt: In(2)=A*T =0,6931... ~0,7.
Zerfallskonstante A und Halbwertszeit T gentigen der Gleichung A*T=0,7.

Man erinnert sich der p *d ~ 70 — Regel.

3.8 Sonstige Zuordnungen. Aufgabenbeispiele

Bei den sonstigen Zuordnungen, die nicht einem bestimmten Schema oder Typ zuge-
ordnet werden kénnen — und es gibt viele davon — muss man von Fall zu Fall
Uberlegen, welche Verhéltnisse vorliegen und welche Losungsmethoden angemessen
sind. Man kann hier keine allgemeinen Lésungsschemata angeben. Dennoch sind viele
davon auch einer mathematischen Beschreibung oder zumindest einer Annéherung
durch Modellbildung zuganglich.
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Aufgabe 12:

Eine Strecke der Lange s = 60 km wird von einem Fahrzeug, das mit der konstanten
Geschwindigkeit v = 40 km/h fahrt, in der Zeit t = 1,5 h Stunden zurlckgelegt.

a) Geben Sie fur dieses Fahrzeug die Zuordnung t — s in Form einer Wertetabelle,
einer Gleichung und eines Schaubildes an. Welche Eigenschaften hat diese Zuord-
nung? Beschreiben Sie diese in Worten und formal.

b) Mit welchen konstanten Geschwindigkeiten v missen Fahrzeuge fahren, damit sie
die Strecke s =60 kmin 1, 2, 3, 4, ..., 12 Stunden zurlcklegen? Stellen Sie eine
Wertetabelle fur die Funktion t — v auf. Geben Sie eine Gleichung an und zeich-
nen Sie ein Schaubild. Beschreiben Sie die wesentlichen Eigenschaften dieser
Funktion in Worten und formal.

Aufgabe 13: X . olg .

Ein Behalter (z. B. ein Zementsilo) besteht - A

aus einem Zylinder und einem darunter h . . 1 .

angesetzten Kegel mit derselben Hohe
wie der Zylinder. Der Behélter ist mit Was-

ser voll gefullt. Nun wird (zum Zeitpunkt t = "{ 4

0) ein unten an der Kegelspitze ange- - R . . 3 .

brachter Hahn aufgedreht, so dass das h 5

Wasser in gleichmafRigem und gleich blei-

bendem Strahl auslaufen kann. oy * ' t

Hahn g

a) Wie verandert sich die Wasserhéhey -/ 6 5 -4 -5 2 -1 1 2 3 4 5
im Behalter im Verlauf der Zeit?

Skizzieren Sie ein Schaubild.

b) Geben Sie die Gleichung der Zuordnung k: t — y an. Zeichnen Sie das Schaubild
genau. Wahlen Sie selbst sinnvolle Werte, die Sie zusatzlich bendtigen.
(Losung siehe Seite 64)

Aufgabe 14:

a) Stellen Sie mit einem Tabellenkalkulationssystem einen Tilgungsplan fir ein Annui-
tatendarlehen auf. Dabei soll jahrlich am Ende eine feste Rate (,Annuitat) fur Zins
und Tilgung gezahlt werden. Wahlen Sie selbst geeignete Werte.

b) Richten Sie Ihr System so ein, dass die Darlehenshoéhe, der Zinssatz und die Annu-
itat (meist angegeben in Form eines anfanglichen Tilgungssatzes in Prozent) frei
gewahlt werden kdnnen.

Aufgabe 15:

a) Stellen Sie mit einem Tabellenkalkulationssystem einen Sparplan fur einen Raten-
sparvertrag auf, bei dem zu Anfang jeden Jahres ein bestimmter Betrag (,Sparra-
te”) eingezahlt wird. Wahlen Sie selbst geeignete Werte.

b) Richten Sie nun Ihr System so ein, dass die Sparrate und der Zinssatz frei gewahlt

werden kénnen.
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Losung zu Aufgabe 13:

a) Die Aufgabe scheint mir sehr gut geeignet, um funktionales Verstandnis und geomet-
rische Zusammenhange testen zu kdnnen — und zwar ganz ohne mathematischen
Kalkilaufwand (,Mathematik ist die Kunst, Rechnungen zu umgehen.“). Ohne Rech-
nung sollten mit Begriindung folgende drei Merkmale zum Erstellen einer qualitativen
Kurvenskizze erkannt werden:

e Geradliniger Verlauf des Schaubilds im Bereich 2h = y = h.
e Steiler werdende abfallende Kurve im Bereich h = y = 0 mit glattem Ubergang
ohne Knick.

e Zeitintervall fir den ersten Teil (Zylinderleerung) dreimal so lang wie fiir den
zweiten Teil (Kegelleerung).

b) Fur eine einigermalen realistische Ausgestaltung sollten die Einheiten physikalisch
konsistent und verninftig gewahlt werden, z. B.
Langen z. B. in Dezimetern (obwohl alltdglich kaum in Gebrauch)
Volumina in Litern (dms) Zeiten in Minuten (oder Sekunden)

Wir I6sen die Aufgabe zunachst durch Fillen und werden die Leerung nachher anpas-
sen:

1. Fdllung des Kegels:

Durch konstanten Zulauf der GroéR3e a (z. B. Liter pro Minute) wird in der Zeit t das Vo-
lumen V = a*t eingeflllt und der entstehende Wasserkegel hat das Volumen

1
V= 3 * TT * ,02 * Y wobeiy die augenblickliche Fillhohe und 0 der Radius des
augenblicklichen Fullstandes ist. Dabeigilt p:y=r: h.

Mit dieser Beziehung erhalt man die Fullhéhe y in Abhangigkeit von der Zeit t zu

3 [3xh2xq 3 3 [3*h?%*qa
y:J_z*t:k*ﬁ k=2
T*Tr T*Tr
hxmr*1?
Die Zeit fiir die Fiillung des gesamten Kegels (y = h) betragt 1= e

Wir berechnen noch die Steigung der Fullkurve fur den Endzeitpunkt t1: y'(t1) = >
T*T
Diese muss ubereinstimmen mit der Steigung des geraden Kurventeils (warum?).

2. Fullung des Zylinders:

Analog zu den Uberlegungen beim Kegel erhalten wir fur die Fillhéhe y (Grundkreis
des Zylinders sei dabei in der Hohe y = 0) in Abhangigkeit von der Zeit t die Beziehung
a h*Tr=1r2

> % T mit der Gesamtfiilizeit (y = h) zu tp=—————=3*t1.
T a

y:
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a
Die Steigung dieser Geraden betragt - und stimmt mit der oben berechneten
*

rz
Kurvensteigung im Endzeitpunkt t1 Gberein.

Nun kénnen wir die Gleichungen fur die Fullkurve fur beide Teile angeben:

3 3*}12*(1 3
y= | "—— 2 *t=k*\/f im Bereich 0<t<t: und
T
a
y:h+nr2*(f—t1) im Bereich t1<t<T
#

Gesamtfillzeit T =11 + to.

Einfullvorgang grafisch:

fa¥al
OU

" Fruy =|[30] + [200)(pH7IT A X - [7.7])

+ + + 50 + + + + + +

N N . 45 N . N + p N . N N . N N

[ 10 h =30 [ 50 ]
[ L2 ]
+ + + + 40 + + * + + * + + * + +
s 1] =7 | 10 ]
[ v ]
+ + + 35 + + + + + + +
[ 100 a =200 [ 300 ]
[ v ]

oW
P

-

exp(1/3*In(3*h*h*al( pi*rr ))) |
15,19

+

7,697
Frs (x) = [15,2]*exp(1/3%In(x))

+

30,79

+

+ + + 25 A + + + + + + + + + + +

+ + + 2 + + + + + + + + + + + +

+ + + 5 + + + + + + + + + + + +

+ + + 10 + + + N + + N + + N + +
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Wir benutzen die Ergebnisse der Fullvorgange durch Umkehr fir den Auslaufvorgang:
Die Gleichungen fur den Auslaufvorgang lauten wie folgt:

y=2*h- il im Bereich0<t<t, und
T
3 [3xh%*a 3
y= —2*(T—t):k*\:‘T—t im Bereicht2<t<T=t1+1t2
T*T

Auslaufvorgang grafisch:

AV n
\%J
* Fri1 y = 2*[30] - [200)/( piA[71*[7] )*x * * * * * * *
+ + 45 + + N + + + + +
[ 10 h =30 [ 50 |
[ L 2 ]
+ + 40 + + N + + + + +
[ s | =7 [ 10 ]
[ L 2 ]
+ + + + 35 + + + + + + + + + + + +
[ 100 a =200 [ 300 ]
[ L 2 ]
36
| k = exp(1/3*In(3*h*h*al( pi*r*r ))) |
15,19
+ + + + 25 + + + + + + + + + + + +
7,697
+ + N + 20 + + + N + . + + +
23,09
+ + N + 15 + + + N + ¢ + +
30,79
. . . . 10 - Fne y = [15,2]*exp(1/3*I([30.8] - X)) . . . . . .
+ + + + 5 + + + + + + + + + + + +
X
-20 15 10 5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60



