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Vorwort des Autors

Dieses Skript mdchte dem interessierten Leser (Schuler, Studierende, Lehrer, interes-
sierte Laien) Gelegenheit geben, sich selbststandig in die elementare Kombinatorik und
ihre grundlegenden Fragestellungen einzuarbeiten.

Als Vorbild nach Form und Inhalt schwebte mir dabei das exzellente Biichlein von
Ivan Niven; , Mathematics of Choice. How to Count without Counting“ vor.

.Elementar” bedeutet nicht, dass die Inhalte besonders leicht und ohne intellektuelle
Anstrengung erarbeitet werden kdnnten. ,Elementar® bedeutet hier nur, dass auf die
Mittel der ,héheren Mathematik” (Analysis, Infinitesimalrechnung, Funktionentheorie,
hohere Algebra etc.) verzichtet wird. Deshalb bleiben Themen wie z. B. ,Erzeugende
Funktionen“ oder gar die Abzahltheorie von Burnside aul3er Betracht. Auch die Be-
schrankung auf elementare mathematische Werkzeuge bietet noch reichlich Gelegen-
heit zur L6sung interessanter Problemstellungen.

Eine moderne Darstellung zur Kombinatorik muss die Existenz zeitgemalfer Rechen-
hilfsmittel beriicksichtigen. Das bedeutet in vielen Fallen eine anders geartete Behand-
lung als ohne diese Hilfsmittel (Naherungen kénnen durch genaue Rechnungen ersetzt
werden). Wir haben aus diesem Grund ausfuhrlichen Gebrauch von dem machtigen
und weit verbreiteten Computer-Algebra-System (CAS) MAPLE (in der Version 6) ge-
macht und zu diesem Zweck im Anhang eine kleine Anleitung zum Gebrauch von
MAPLE beigefugt.

Viele Hochschulbiicher Gber Kombinatorik sind fiir Anfanger oder mathematische Laien
viel zu anspruchsvoll geschrieben und zu steil im Vorgehen. Dem will dieses Skript ab-
helfen. Es bietet einen Weg in die Thematik, ohne all zu viele Vorkenntnisse beim Leser
vorauszusetzen. In der Regel werden zunachst konkrete Beispiele in Form von Ubungs-
aufgaben behandelt, bevor ein allgemeiner Sachverhalt formuliert wird. Wir haben ver-
sucht, lerntheoretische Aspekte im Aufbau zu beriicksichtigen und dem Leser Erfolgs-
und Motivationserlebnisse zu verschaffen. Ohne eigene geistige Anstrengungen bleiben
Erfolgs- und Motivationserlebnisse jedoch aus. Deshalb empfehlen wir allen Lesern, die
Aufgaben grindlich und sorgfaltig zu bearbeiten und die Losungswege zu reflektieren.
Eine Sammlung von Ubungsaufgaben mit Losungen gibt Gelegenheit zur Vertiefung.

Gerne nehmen wir Ihre konstruktive Kritik sowie Hinweise auf Mangel oder Fehler ent-
gegen: krauter@ph-ludwigsburg.de oder siegfried.krauter@t-online.de.

Ich winsche allen Leserinnen und Lesern viel Spal3 und viel Erfolg.

Padagogische Hochschule Ludwigsburg
im Winter 2005/2006

Prof. Siegfried Krauter
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1. Stichproben

1.1 Einfuhrende Beispiele

Kombinatorik ist die Theorie der endlichen Mengen. Inhaltlich geht es dabei um das
Auswahlen von Objekten aus gegebenen Gesamtheiten, um das Zusammenfassen der
ausgewahlten Objekte zu neuen Objekten (z. B. durch Mengenbildung), um das Anord-
nen der ausgewahlten Objekte in bestimmten Reihenfolgen (z. B. Listenbildung) und
schlieB3lich und hauptsachlich um das Abzahlen der Objekte.

Aufgabe der Kombinatorik ist es daher, die Anzahl der Elemente von endlichen Mengen
zu bestimmen, sie ist also , die Kunst des geschickten Zahlens*.

Beispiel 1: ,Geschicktes Zahlen erspart Rechnen®.

—

Abb.1 Abb.2

Gegeben seien n Punkte, die in Form der Ecken eines regelméRigen n-Ecks auf einer
Kreislinie angeordnet sind. In Abb. 1 und 2 haben wir n = 8 gewabhlt.

Problemstellung:

Wie viele verschiedene Verbindungsstrecken gibt es, wenn man jeden dieser n Punkte
mit jedem anderen durch eine Strecke verbindet?

Erstes Losungsverfahren:

Wir fangen an, diese Verbindungsstrecken schrittweise einzuzeichnen und stellen fest:
Vom 1. Punkt aus kénnen wir n — 1 Strecken zeichnen (Begrindung! Siehe Abb.1).
Vom 2. Punkt aus kénnen wir nur noch n —2 Strecken zeichnen (Begrindung!).

Vom 3. Punkt aus kénnen wir nur noch n — 3 Strecken zeichnen (Begrindung!).

Als Gesamtzahl V(n) aller méglichen Verbindungsstrecken erhalten wir demnach
V(n) h-1))+n-2)+(n-3)+(n-4)+ ... + 3 + 2 + 1

1 + 2 + 3 + 4 + .. +(n=-3)+ n-2)+ (n-1)
Summe der (n—1) ersten natlrlichen Zahlen = S(n-1).
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Berechnen Sie diese Summe fiir den vorliegenden Fall n =8 und fir den Fall n = 100.

Die Frage nach dem Ergebnis fir n = 100 durfte den Leser bereits vor Probleme stellen,
denn das Ausrechnen der Summe der ersten 100 naturlichen Zahlen ist aufwendig — es
sei denn man kennt daftir ein einfaches Verfahren.

Wir werden uns nun einem zweiten Losungsverfahren zuwenden, das vom fertigen Bild
ausgeht (Abb. 2). Das erste Lésungsverfahren hat ja das Einzeichnen der Strecken
Schritt fUr Schritt, sozusagen ,in statu nascendi®, verfolgt. Nun betrachten wir das fertige
Bild.

Zweites Losungsverfahren:

Beim Betrachten des fertigen Bildes (Abb. 2) entdecken wir, dass von jedem der n
Punkte genau n —1 verschiedene Strecken ausgehen. Wir kénnten also argumentie-
ren, dass es insgesamt n * (n — 1) solcher Verbindungsstrecken gibt. Dabei haben wir
jedoch jede Strecke zwei Mal gezahlt, von jedem ihrer Endpunkte aus ein Mal.

* -
Die richtige Zahl der Strecken ist daher die Halfte dieses Wertes, also w

Nachbetrachtung und Folgerungen:

Sowohl beim ersten wie beim zweiten Losungsverfahren haben wir dieselben Objekte
gezahlt, also muss sich bei beiden Zahlweisen dasselbe Ergebnis herausstellten und
wir erhalten folgende Formel:

n*(n-1)

5 =1+2+3+4+....+(n-1)

V(n) =S(n-1) =

Fur n Punkte ergab sich als Anzahl der Verbindungsstrecken die Summe der ersten
n —1 natidrlichen Zahlen, die wir mit V(n) = S(n — 1) bezeichnet haben.

Wenn wir nun die Summe der ersten n nattrlichen Zahlen mit S(n) bezeichnen, so
erhalt man damit eine Formel fir die Summe S(n) der n ersten natlrlichen Zahlen:

n*(n+1)
2

Mit dem vorliegenden sehr einfachen Beispiel haben wir bereits einige grundlegende
Arbeitsweisen der Kombinatorik benutzt, die wir noch ein wenig reflektieren wollen.

S(n) =1+2+3+4+ +(n-1)+n =

Aufgabe 1:

a) Warum muss man beim ersten Losungsverfahren addieren, beim zweiten jedoch
multiplizieren?

b) Zahlt man dieselben Objekte auf zwei verschiedene Weisen, so kann man stets
eine Formel gewinnen, indem man die Ergebnisse gleich setzt. Begriindung!

c) Warum kann man die Resultate, die sich beim vorliegenden Beispiel n =8 erge-
ben haben, ohne weiteres auf beliebige Anzahlen n tGbertragen?

d) Wie kann man die obige Formel fir die Summe der n ersten natirlichen Zahlen
noch auf andere Weise erhalten?
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e) Sind unsere Uberlegungen auf andere Sachverhalte (ibertragbar? Was ist das
Grundschema?

f)  Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus n verschiedenen Dingen, genau 2 (also ein
ungeordnetes Paar) auszuwéahlen? Was hat das mit unserem Beispiel 1 zu tun?

Wir werden diese hier genannten Fragen wenigstens z. T. beantworten bzw. in den an-
schlieBenden Aufgaben weiter klaren.

Man kann die Summe S(n) leicht gemal? der grof3artigen Idee von C.F. Gaul} (dt. Ma-
thematiker; 1777 — 1855) berechnen, indem man sie zwei Mal in umgekehrter Reihen-
folge untereinander schreibt und addiert:

S(n) = 1+ 2 + 3 + 4 + ..4+n-2 + n-1 + n
S(n) = n+ n-1+ n-2 + n-3 + ..+ 3 + 2 + 1
2*S(n)= (n+1)+ (n+l) + (n+l) + (n+1) + ..+ (n+l) + (n+tl) + (n+l)
= n*(n+l)
n*(n+1)

Daraus ergibt sich sofort S(n) = >

Aufgabe 2:
a) Berechnen Sie die Summe 1+2+3+4+ ...+ 1000.
b) Berechnen Sie die Summe der 100 ersten geraden Zahlen.
c) Berechnen Sie die Summe der 1000 ersten ungeraden Zahlen.
d) Berechnen Sie die Summe 17 +22 +27 + 32+ 37 + ... + 277.
e) Berechnen Sie die Summe a + (a+d) + (a+2*d) + (a+3*d) + ... + (a+(n-1)*d).
f)  Bei einer Party nehmen 30 Gaste teil. Jeder sto3t mit jedem einmal an.
Wie oft erklingen die Glaser?

g) In einer Stadt gibt es 10 000 verschiedene Telefonanschlisse.
Wie viele verschiedene Ortsverbindungen sind méglich?

h) Wie viele verschiedene Diagonalen besitzt ein regelméaRiges n-Eck?
Zahlen Sie auf zwei verschiedene Weisen und gewinnen Sie damit eine Formel.

Beispiel 2: ,Ein faules Ei verdirbt den ganzen Brei*".

Problemstellung:

Ein Koch hat n gleich aussehende Eier. Unter diesen n Eiern ist
eines verdorben. Fir seinen Brei bendétigt er 2 Eier.
Er nimmt aufs Geratewohl 2 Eier aus der Schachtel.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Brei verdorben ist
bzw. dass er gut ist?

Wir geben der Aufgabe noch eine andere Einkleidung:

In einer Urne (Krabbelsack) sind n Kugeln. Bis auf 1 rote Kugel, sind alle anderen
n—1 Kugeln schwarz. Den Farbunterschied kann man nicht fiihlen.
Nun werden mit verbundenen Augen zwei Kugeln aufs Geratewohl gezogen.
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Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Kugeln verschiedenfarbig sind bzw. dass
sie gleichfarbig sind?
Bevor wir das Problem l6sen, wollen wir unsere Intuition einsetzen und schatzen.

Aufgabe 3:

Fullen Sie folgende Tabelle Schritt fur Schritt von links her aus, indem Sie die Wahr-
scheinlichkeiten in Prozenten schatzen:

Anzahl n 1000 | 100 50 20 10 5 3 2

Wahrscheinlichkeit
far verschiedenfarbig

Wahrscheinlichkeit
far gleichfarbig

Vielleicht méchten Sie - nach dem ersten Durchgang am Ende angekommen - lhre
Schatzung nochmals revidieren?

LOsung:
Wir stellen die Situation fur n =4 Kugeln bildlich dar (Abb. 3).

Einen ,Griff von zwei Kugeln“ kénnen wir durch eine Verbindungs-
strecke der beiden Kugeln darstellen. Abb. 3

Damit ergibt sich das nebenstehende Bild, aus dem man das Ergebnis fur den Fall von

4 Kugeln sofort ablesen kann: Man erhélt die Wahrscheinlichkeit von je % = % =50 %

sowohl fur den Fall gleichfarbiger wie fir den Fall verschiedenfarbiger Kugeln.

Aufgabe 4:

a) Losen Sie die Aufgabe analog zum Fall n = 4 fir die Falle n = 3, 5 und 10.

b) Geben Sie mit Hilfe der Uberlegungen von Beispiel 1 eine allgemeine Losung fur
beliebiges n an und Uberprifen Sie Ihre Schatzungen.

c) Identifizieren Sie den strukturellen Kern dieser Aufgabe und wenden Sie das Er-
gebnis auf verschiedene Situationen an. Beschreiben Sie diese.

(n-1)

d) Zeigen Sie: Es gibt genau nT verschiedene Mdoglichkeiten, aus n verschiede-

nen Objekten genau 2 auszuwéhlen. Es gibt ebenso viele Mdglichkeiten, aus n ver-
schiedenen Objekten genau n — 2 auszuwaéhlen.

Beispiel 3: ,Entweder - oder”

Wir wollen als drittes Beispiel eine Grundstruktur behandeln, die viele verschiedene
Einkleidungen zulasst. Wir wéahlen einen der weniger bekannten Zugange.

Eine Folge von Zeichen, fur die es nur zwei Mdglichkeiten gibt (z. B. 0 oder I) nennen
wir eine ,Dualkette“. So sind z. B. ,ABBA* oder ,MIMI“ oder ,0001010“ oder
,I011011011110* oder ,UHU" u. v. a. m. solche Dualketten. Beispiele aus dem Alltag sind
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etwa die Strichcodes (Barcodes) zur Preisauszeichnung von Waren oder das beriihmte
Morse-Alphabet. Die Anzahl n der in einer Dualkette vorkommenden Zeichen nennen
wir die Lange der Kette und sprechen von einer n-Dualkette.

Problemstellung:

Bei wie vielen verschiedenen Dualketten der Lange 10 (d. h. Ketten aus 10 der Zeichen
0 oder 1) stehen keine zwei Nullen nebeneinander?

LOsung:
Wir sammeln Erfahrungen an einfachen Fallen mit Ketten der Langen=1, 2, 3...

n = 1: Es gibt insgesamt nur zwei solcher Ketten, namlich O und 1 und beide erfillen die
gestellte Forderung ,keine Nachbarnullen®. Es ist also F(1) = 2.

n = 2: Von den vier méglichen Fallen der Lange 2 fallt einer weg, namlich 00, es blei-
ben also 3, und wir finden F(2) = 3.

n = 3: Von den 8 mdglichen Fallen der LaAnge 3 mussen wir die 3 mit Nachbarnullen
ausschlie3en, namlich 000, 001, 100. Es bleiben also 5 und wir erhalten
F(3) =5.

n = 4: Untersuchen Sie den Fall n=4 sowie die Falle n=5 und n=6 selbst.
Entdecken Sie eine Strategie? Kdnnen Sie ihre bisherige Arbeit fur die Untersu-
chung der weiteren Falle nutzen?

Wir wollen uns die Sache einmal fir n = 10 uberlegen:

Es gibt zwei Sorten Dualketten der gesuchten Art: Entweder sie beginnen mit einer 0
oder sie beginnen mit einer 1.

e Fall 1: Beginn mit einer 0 an der ersten Stelle.

Schreiben Sie sich zunachst einige Beispiele auf. In allen diesen Fallen muss an der
zweiten Stelle offenbar eine 1 stehen (Begriindung?). Was bleibt nun Gbrig, wenn
wir diese beiden ersten Zeichen, die ja bei allen diesen Ketten gleich sind, wegstrei-
chen?

Ubrig bleiben doch samtliche mdglichen Dualketten der Lange 8, bei denen keine
zwei Nullen benachbart sind. Es gibt also genau so viele 10-Dualketten ohne Nach-
barnullen, die mit einer 0 beginnen, wie es insgesamt 8-Dualketten ohne Nachbar-
nullen gibt, also in unserer Notationsweise F(8) Stlck.

e Fall 2: Beginn mit einer 1 an der ersten Stelle.

Wieder sollten Sie zunachst einige dieser Dualketten notieren. Offenbar ist es nun
gleichgliltig, ob an der zweiten Stelle eine 0 oder eine 1 folgt. Daher haben die
samtlichen Ketten dieser Sorte nur die erste Ziffer 1 gemeinsam. Was bleibt tbrig,
wenn wir diese wegstreichen?

Ubrig bleiben offenbar samtliche mdglichen 9-Dualketten ohne Nachbarnullen, da-
von gibt es aber genau F(9) Stuck.

e Zusammenfassung:

Alle moglichen 10-Dualketten ohne Nachbarnullen sind entweder die von Fall 1 oder
die von Fall 2 und daher muss es genau F(10) = F(8) + F(9) verschiedene Falle
geben.
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Unsere Uberlegungen gelten offenbar nicht nur fiir die Kettenlange 10, sondern ganz
offensichtlich allgemein. Daher erhalten wir fir die gesuchte Anzahl F(n) der magli-
chen verschiedenen n-Dualketten ohne Nachbarnullen das folgende Ergebnis:

2 s falls n=1
FnN)=4< 3 . falls n=2
F(n-1) + F(n-2) sonst

Wir haben mit diesem Ergebnis zwar die gesuchte Zahl nicht explizit ausgerechnet,
aber wir haben das Ergebnis fur beliebiges n zurlckgefuhrt auf die vorangehenden
Ergebnisse. Man nennt dies Verfahren Rekursion.

Wir berechnen nun F(10) gemal der angegebenen rekursiven Darstellung:

F(10) = E(9) + E(8) = F(8) + F(7) + FE(8) = 2*F(8) + F(7) = 3*F(7)+ 2* F(6) =
= 5*F(6) + 3*F(5) = 8*F(5) + 5*F(4) = 13*F(4) + 8*F(3) = 21*F(3)+ 13*F(2) =
=34*FQ2)+21*F(1)=34*3+21*2=102 + 42 = 144.

Aufgabe 5:
a) Stellen Sie eine Wertetabelle auf fir die Funktion F(n) fur n=1 bis n = 20.

b) Wie viele mdgliche Schrittfolgen zur Ersteigung einer Treppe mit n Stufen gibt es,
wenn man beim Steigen entweder Einerschritte oder Zweierschritte (zwei Stufen
mit einem Schritt) machen darf?

Bsp.: Fur n = 3 gibt es folgende 3 Mdglichkeiten: EEE, ZE, EZ.

c) Informieren Sie sich in einem Nachschlagewerk oder im Internet zum Stichwort
,FIBONACCI-Zahlen*.

Hinweise zur Computernutzung: MAPLE

Wir wollen die bisherigen Ergebnisse durch Computernutzung allgemein zugéanglich
machen und dabei einfachste Moéglichkeiten rekursiven Programmierens kennen lernen.
Wir benutzen das Computer-Algebra-System MAPLE. Ubertragen Sie ggf. die Uberle-
gungen auf das von lhnen verwendete Programm.

a) Summe der ersten n natirlichen Zahlen:
Man kann die Berechnung rekursiv wie folgt beschreiben:
S(n) = 1 fallsn=1
n+ S(n-1) sonst.

Dies bringen wir in die Form eines MAPLE-Programms, das uns die Werte fur beliebi-
ges n berechnet:

Maple — Text: Erlauterungen:
>natsum = proc(n::integer); unter dem Namen “natsum” definiert man eine
Prozedur mit einer Variablen n vom Typ Ganzzahl
iIf n=1 then return 1; wenn n=1 ist wird der Wert 1 zuriickgegeben

else return n + natsum(n-1); sonstwird n+ natsum(n-1) zuriickgegeben
end if;
end proc;
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natsum :=proc (n::integer)
if n=1then return 1else return n + natsum(n—1)end if
end proc

> natsum(9); natsum(10); natsum(100);
45 55 5050

b) Die Fibonacci-Folge
Die Vorschrift f(1) = 1, f(2) = 1 zusammen mit der Rekursion f(n) =f(n - 1) + f(n — 2)
ergibt die Folge der Zahlen 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... die so genannte Fibonacci-
Folge. Wir fassen dies in einer kurzen Funktionsdefinition zusammen:

f(n) = 1 falsn=1odern=2
fn—1)+f(n—-2) sonst

Diese Definition Ubertragen wir nun ganz analog in die Programmiersprache MAPLE
und erstellen ein rekursives Programm:

>fib = proc(n::integer);
iIT n=1 or n=2 then return 1;
else return fib(n-1) + fib(n-2);
end if;

end proc;

fib := proc (n::integer)
ifn=21o0r n=2then return 1else return fib(n — 1)+ fib(n —2) end if
end proc

> Fib(3);Fib(4):Fib(5); Fib(10); Fib(20);
2 3 5 55 6765

Dieses Programm ist zwar elegant zu schreiben, aber es wird auf3erordentlich rechen-
aufwendig fir groRere Werte von n (spatestens ab n = 50).

Wir werden fiir diesen Fall ein weniger elegantes, jedoch sehr effizientes iteratives
Programm erstellen, das auch fur grof3e Zahlen n den Wert in kirzester Zeit ermittelt,
indem es die vorherigen Werte alle auflistet. Dazu missen wir einige Listenoperationen
in der Programmiersprache MAPLE kennen lernen:

Aus einer Liste L kann man auf das erste, zweite dritte, ...bzw. das letzte, vorletzte,...
Element durch folgende Operationen zugreifen: L[1]; L[2], L[3], ...bzw. L[-1], L[-2], ...

Mit der Liste L := [a, 1, extra, b, 37] erhélt man z. B. L[3] = extra und L[-2] =b.
Ein Element x kann man in einer Liste L hinten anfiigen mit Hilfe von [op(L), X].
In unserem Beispiel erhdlt man  [op(L), X] =[a, 1, extra, b, 37, x].

Damit erhalten wir folgende Prozedur:
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> fibit:=proc(n::integer) Man definiert eine Prozedur fibit mit einer Variablen

local erg::list,i::integer; ergundiwerden als lokale Variable vom Typ Liste bzw.
Ganzzahl festgelegt

erg:= [1,1]; In erg werden die beiden Anfangswerte eingetragen.
for 1 from 1 to (n-2) do; Von i=1 bis i=n-2 tue Folgendes:

erg:= [op(erg),erg[-1]+ erg[-2]1; Erganze die Liste mit der Summe der
beiden Endglieder als weiteres Endglied
end do;

erg,; Gib die Liste erg aus
end proc;

fibit := proc (n::integer)
local erg::list, i::integer ;

erg:=[1,1];
for ito n—2do erg :=[op(erg), erg[-1] + erg[-2]] end do ; end proc
erg

> Fibit(3);Fibit(4):;Fibit(s); Fibit(6); Fibit(7); Fibit(10);
Fibit(20);
[1,1,2]

[1,1,2 3]
[1,1,2 3, 5]
[1,1,23,5,8]
[1,1,2,3,5,8,13]
[1,1,2 35,8, 13,21, 34, 55]
[1, 1,2 3,5, 8,13, 21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765]

Aufgabe 6:

Programmieren Sie die angegebenen Prozeduren in MAPLE oder mit einem anderen
passenden Computer-Algebra-System.
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1.2  Grundregeln des Zahlens: Summenregel und Produktregel

Zunéachst wollen wir durch Betrachtung einzelner Beispiele einige Erfahrungen gewin-
nen und diese anschlieend systematisch zusammenfassen und erweitern zu den fun-
damentalen Z&hlstrategien der Summen- und der Produktregel.

a) Die Summenregel

Bsp. 1:

Eine Schulklasse hat 12 Madchen und 16 Buben.
Wie viele Schiler sind insgesamt in der Klasse?

Bsp. 2:

In einem Krabbelsack sind 7 hdlzerne und 15 rote Gegenstande.
Wie viele Gegenstande sind insgesamt in dem Krabbelsack?

Aufgabe 1:

a) Was unterscheidet Beispiel 1 von Beispiel 2?

b) Welche Aussagen kann man bei Beispiel 1, welche bei Beispiel 2 machen?
c) Woran hangt der entscheidende Unterschied?

d) Kann man Beispiel 1 auf mehr als 2 Sorten erweitern?
Welche Voraussetzung muss dann gegeben sein?

Bsp. 3:

Eine Personengruppe besteht aus 5 Mannern, 8 Frauen und 12 Kindern.
Wie viele Personen sind es insgesamt?
Entspricht die Aufgabe dem Beispiel 1 oder dem Beispiel 2? Warum?

Bsp. 4:

In einer Klasse sind 13 Madchen, 9 Katholiken und 5 Brillentrager.
Wie viele Schiler hat die Klasse insgesamt?
Lasst sich die Frage analog zu Beispiel 1 oder 3 beantworten? Begrindung!

Bsp. 5:

Ein Gehweg wird mit rechteckigen Platten gepflastert. Diese kdnnen entweder langs (je
zwei nebeneinander) EI oder aber quer D einzeln oder mehrere zusammen ausge-
legt werden.

Z. B. gibt es folgende Anordnung fiir die Lange n=10: | || || |}—{ |}—{}—{

Wie viele verschiedene Anordnungen gibt es fur die Langen 1, 2, 3, 4, ... n?
Probieren Sie es aus. Legen Sie eine Tabelle an. Erkennen Sie eine Regel?
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Summenregel (Entweder-Oder-Regel):
Haben n Elemente einer Menge M eine Eigenschaft A und k Elemente diese
Eigenschaft A nicht, so besteht M aus n + k Elementen. Man schreibt:

| M | :|A | +| A | (,Anzahl von M = Anzahl von A + Anzahl von nicht-A")

Erweiterung 1: (mehrere Klassen)

Ist M=A; UA UA3U ... U A, eine vollstdndige und disjunkte Zerlegung von M (d. h.
jedes Element von M kommt in mindestens einer der Klassen A; vor und kein Element
kommt in mehr als einer der Klassen vor, also jedes in genau einer Klasse) so gilt:

M| = [ALl+ Az [ +]Agl+ .. +] AL

Beispiele solcher Zerlegungen sind etwa Klasseneinteilungen, bei denen noch verlangt
wird, dass keine Klasse leer ist, also A =@ und damit | A |#0 fiiralle .

Erweiterung 2: (nicht disjunkter Fall)
|AuB|=|Al+[B]| - [AnB]

Aufgabe 2:

a) Beweisen Sie diese erweiterte Summenregel. Zeichnen Sie ein Mengenbild.
Versuchen Sie, diese Regel auf drei Mengen zu erweitern. Verallgemeinerung?

b) Behandeln Sie selbst den nicht disjunkten Fall fir drei (oder gar vier) Mengen.
Benutzen Sie ein Mengendiagramm (Venn-Diagramm). lAuBuUC| =2

b) Die Produktregel:

Bsp. 1:

Ein Madchen hat im Schrank 3 Blusen und 2 Rdcke (wobei jede Bluse mit jedem
Rock getragen werden kann!).

Wie viele Kombinationsmdglichkeiten flir Rock und Bluse gibt es? Stellen Sie lhr Er-
gebnis auf verschiedene Weisen dar.

Bsp. 2:
Wie viele verschiedene Wege fuhren von A tber B und C nach D?
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Bsp. 3:

Beim Schachbrett werden die Zeilen mit den Buchstaben A, B, C, D, E, F, G und H und
die Spalten mit den Ziffern 1, 2, 3, ... , 8 bezeichnet. Auf welchem Feld sitzt der schwar-
ze Konig zu Beginn, auf welchem die weil3e Dame? Welche Platze werden von den
weilden Bauern eingenommen? Wie viele Felder gibt es insgesamt?

Bsp. 4:

Kartesisches Produkt von zwei Mengen:

Eine Menge A hat n Elemente, eine zweite Menge B hat k Elemente.

Wie viele verschiedene geordnete Paare der Form (x;y) kann man bilden, wobei
xeA und yeB sein muss? Man vergleiche damit die Felder eines Schachbretts.

Bsp. 5:
Ziehungen aus einer Urne (ohne Zurticklegen mit Berticksichtigung der Reihenfolge):

Aus einer Urne mit n verschiedenen Gegenstanden (z. B. nummerierten Murmeln)
werden zwei (drei, vier, ...) nacheinander gezogen und in der gezogenen Reihenfolge
nebeneinander gelegt. Der gezogene Gegenstand wird also nicht mehr zurtickgelegt.
Wie viele verschiedene Ergebnisse sind moglich, wenn man die Reihenfolge der gezo-
genen Murmeln bericksichtigt?

Zusatz zu Bsp. 5:

Man notiert die Nummer der gezogenen Kugel und legt diese vor dem nachsten Zug
wieder zuriick. Wie viele Moglichkeiten gibt es nun bei 1, 2, 3, 4, ... n Ziehungen?

Bei allen Beispielen bieten sich vor allem folgende Darstellungsformen (Bsp.1) an:

e Man zeichnet einen Baum (Entscheidungsbaum):

R1
R2

1
R1

B2
R2

B3
R1

R2

e Man stellt die Ergebnisse in Form von geordneten Paaren (Kreuzprodukt) dar:
(Blusel; Rockl); (Blusel; Rock2); (Bluse2; Rockl); ... ; (Bluse3; Rock2).

Zu jeder der 3 Blusen kann man jeden der 2 Rdcke kombinieren, also hat man
3*2=06 Paare.
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e Man macht einen Versuch in mehreren Stufen (Stufenversuch):
1. Stufe: Auswahlen und Anziehen einer Bluse. Daflr gibt es drei Moglichkeiten.
2. Stufe: Auswéhlen und Anziehen eines Rockes. Dafir gibt es 2 Moglichkeiten.

Da es zu jedem der 3 Ergebnisse der ersten Stufe 2 Mdoglichkeiten fur die zweite
Stufe gibt, kann der Versuch insgesamt 3 * 2 = 6 mogliche Ergebnisse haben.

Produktregel:
Form 1:

Hat die Menge A r Elemente und die Menge B s Elemente, so gibtes r *s geord-
nete Paare der Form (a, b) mit acA und beB, d. h. lAxB|=|Al*|B].

Form 2:

Ein Versuch bestehe aus s Stufen. Der Ausgang einer Stufe habe keinen Einfluss auf
die Anzahl (!) der méglichen Ausgange bei spateren Stufen (Unabhéngigkeit der Stu-
fen). Haben die einzelnen Stufen bzw. ni, ny, N3, ... ns Ausfalle, so hat der Gesamtver-
such n=n;*n;*n3z*.. *ng Ausfélle.

Aufgabe 3

a) Eine Minze und ein Wurfel werden gleichzeitig geworfen. Welche Ergebnisse sind
moglich? Stellen Sie diese geeignet dar.
Was andert sich, wenn man Minze und Wirfel nacheinander wirft?

b) Ein Alphabet habe n verschiedene ,Buchstaben®. Wie viele verschiedene ,Woarter*
der Lange 10 kann man bilden?

c) Eine Menge A besitze r Elemente und eine Menge B besitze s Elemente.
Wie viele Mdglichkeiten gibt es, jedem Element von A genau ein Element von B zu-
zuordnen? (d. h. wie viele Abbildungen von A in B gibt es?).
Geben Sie mdgliche Darstellungsformen fir Abbildungen an.

d) Wie viele Mdglichkeiten erhélt man bei der Aufgabe c), wenn sich kein Bildelement
der Menge B wiederholen darf, also alle verschieden sein missen? (injektive Abbil-
dungen von A in B).

e) Wie viele Mdglichkeiten gibt es, einen Tippschein im Elfertoto auszufillen?
Darstellungsformen: Entscheidungsbaum; 11-tupel; Stufenversuch; Urnenmodell.

f)  Autonummern einer Stadt enthalten (neben dem Kennzeichen der Stadt) entweder
einen oder zwei Buchstaben und eine 1-, 2-, 3- oder 4-stellige Zahl, die nicht mit 0
beginnen darf? Beispiele: X 34; AC 6702; XX 2000; ....

Wie viele verschiedene Autonummern kann die Stadt vergeben?

g) Zur Vermeidung von Verwechslungen werden bei f) folgende Buchstaben ausge-
schlossen: C, F, I, O, Q, Wie viele Autonummern gibt es nun?

h) Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, aus einer gegebenen Menge M mit
n Elementen (,n-Menge*) eine beliebige Teilmenge auszuwahlen?

i)  Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, aus einer Menge mit n Elementen
eine bestimmte Teilmenge mit k Elementen auszuwédhlen? Was ist nun anders?

])  Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, die 10 unterschiedlichen Ziffern 0,
1, 2,...9 des Dezimalsystems in eine Reihe nebeneinander zu schreiben?
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k) Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, die 26 Buchstaben des Alphabets in
unterschiedlicher Reihenfolge nebeneinander zu schreiben?

[)  Wie viele verschiedene ,Worter* kann man aus den vier Buchstaben des Wortes
,BEIL" bilden, wenn man stets alle vier Buchstaben verwendet? Einige davon erge-
ben sogar wieder sinnvolle Worte der deutschen Sprache, welche?

Beispiele zur Computernutzung:

a) Potenz

Fir naturliche Zahlen a und b soll die Potenz a° berechnet werden. Man kann dies
rekursiv tun in folgender Weise:

pot (a,b)=1| 1 fallsb=0
a*pot(a,b—1) sonst

Damit ergibt sich folgende MAPLE-Prozedur:

> pot:=proc(a,b::integer);
ifT b =0 then 1; else a * pot(a, b-1); end if;
end proc;
pot :=proc (a, b::iinteger ) if b=0then 1else axpot(a,b—1)end if end proc

>pot(2,10);
1024

b) Fakultat
Die Fakultat kann wieder rekursiv wie folgt definiert werden:

fak (n) = 1 fallsn=20
n *fak (n - 1) sonst

Damit ergibt sich die folgende MAPLE-Prozedur:

> fak:=proc(n::integer);
iIf n=0 then 1; else n * fak(n-1); end if;
end proc;
fak :=proc (n::integer ) if n =0 then 1 else nxfak(n — 1) end if end proc

>fak(1); fak(b); fak(10);
1 120 3628800
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1.3 Geordnete Stichproben mit Wiederholung:

Kombinationen mit Wiederholung mit Beachtung der Reihenfolge

Zunéachst behandeln wir in den Kapiteln 1.3 und 1.4 die so genannten geordneten
Stichproben (Auswahlen), bei denen die Reihenfolge der Auswahl wesentlich zu be-
ricksichtigen ist. Daran anschlieBend werden in Kapitel 1.5 und 1.6 die ungeordneten
Stichproben behandelt, bei denen es auf die Reihenfolge nicht ankommt. Diese sind
etwas schwieriger zu behandeln, als die geordneten.

Es geht in diesen Fallen darum, aus einer Gesamtheit von Dingen eine bestimmte An-
zahl in bestimmter Reihenfolge auszuwahlen. Dabei darf ein Objekt auch mehrfach
ausgewahlt werden (mit Wiederholung). Wir diskutieren einige wichtige Modelle:

a) Wortbildung tGber Alphabeten
an=1
Gegeben sei ein Alphabet A = { |} mit genau einem Buchstaben (hier als Strich).
Worter Uber diesem Alphabet sind (geordnete) Listen aus den mdglichen ,Buchsta-
ben“, die wir gemeinhin als Strichlisten kennen.
Ganz offenbar gibt es zu jeder Lange k genau ein Wort, so z. B. zur Lange k = 4 nur
die Strichliste mit vier Strichen:

pn=2:

Das Alphabet besteht nun aus zwei Zeichen (Dualsystem oder Binarcode). Wir ver-
wenden die Zeichen 0 und 1 und erhalten so das Alphabet B = {0, 1}.

Worter Uber diesem Alphabet sind Listen aus den Zeichen 0 oder 1, so genannte
Dualketten. Wir verwenden den Ausdruck ,Dualketten“ im Unterschied zu Dualzah-
len. Bei Dualzahlen spielen fiihrende Nullen keine Rolle und man lasst sie einfach
weg. Im Gegensatz dazu sind fuhrende Nullen bei Dualketten von Bedeutung. So
sind z. B. 011 und 11 gleiche Dualzahlen, aber verschiedene Dualketten.

Zur Lange k = 3 notieren wir nachfolgend alle mdglichen Dualketten mit den dazu-
gehdorigen Dualzahlen:

Dualkette 000 001 010 011 100 101 110 111
Dualzahlwert 0 1 2 3 4 5 6 7
Wie viele Dualketten der Lange k gibt es? (Baum, Stufenversuch).
Begriinden Sie: Es gibt genau 2% verschiedene Dualketten von Léange k.
Hn=3:

Das Alphabet enthalt nun drei verschiedene Zeichen: C = {0, 1, 2}.

Ein Beispiel dafur liefern uns Tippreihen im 11-Toto: Jede Tippreihe ist ein Wort der
Lange k=11 uber dem Alphabet C. Es gibt offenbar genau 3" =177 147 ver-

schiedene Mdglichkeiten, eine Tippreihe auszufillen. Begrinden Sie dies mit Hilfe
eines entsprechenden Baumes oder eines Stufenversuchs.

o) n=10:
Als Alphabet konnen in diesem Fall die Ziffern des Dezimalsystems dienen:

D ={0, 1, 2, 3,..., 9}. Die Worter Uber diesem Alphabet sind Dezimalketten (im Un-
terschied zu Dezimalzahlen). Es sind daher auch fihrende Nullen zugelassen.
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Zahlwérter im Dezimalsystem sind Beispiele dafiir. Es gibt genau 10* Dezimalket-
ten der Lange k uUber dem Alphabet D. (Fihrende Nullen zugelassen!)

Ergebnis:
Es gibt genau n* verschiedene Woérter der Lange k Uber einem n-Alphabet.

b) Abbildungen (Funktionen) aus einer r-Menge in eine s-Menge
Gegeben seien zwei Mengen A = {as, az, as, ... & und B ={by, by,... bs}.

Eine Abbildung o aus der Menge A in die Menge B ist eine Vorschrift, die jedem
Element von A genau ein Element von B zuordnet. Wir geben ein Beispiel an:

a 4ap az .. 4
o=
by by b, .. b

Die zweite Zeile legt die Abbildung eindeutig fest. Diese stellt aber ein Wort der
Lange r Uber einem s-Alphabet dar, also gibt es entsprechend unserem Ergebnis
aus a) genau s" verschiedene Mdglichkeiten. Die Bildung einer Funktion kann also
interpretiert werden als Wortbildung Gber einem Alphabet.

Man kann dieses Ergebnis auch erhalten mit Hilfe eines Baumes: Fir das Element
a; gibt es s magliche Bilder. Zu jedem dieser Félle fur das Element a, wieder s, fur
as ebenfalls usf. bis a,. Insgesamt also nach der Produktregel genau s' Falle.

c) Urnenziehungen mit Notieren und Zurlucklegen

Aus einer Urne mit n verschiedenen z. B. nummerierten Kugeln werden nachein-
ander s Stiick gezogen, die Nummer wird nach jedem Zug notiert und die gezoge-
ne Kugel vor dem néchsten Zug wieder zuriickgelegt.

Wie viele verschiedene geordnete Zige von s Kugeln sind maglich?

Probieren Sie es aus. Suchen Sie eine geeignete Notationsform.
Gewinnen Sie eine Vermutung und begrinden Sie diese.

Ergebnis:

Es gibt n® verschiedene Moglichkeiten mit Zurlicklegen und unter Beachtung der
Reihenfolge s Kugeln aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln zu ziehen.

Ergebnis (Kombinationen mit Wiederholung und mit Beachtung der Reihenfolge):

Die Anzahl der moglichen geordneten Stichproben der Lange s aus n verschie-
denen Objekten, bei denen Wiederholung zugelassen ist, ist n°.
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1.4  Geordnete Stichproben ohne Wiederholung:

Kombinationen ohne Wiederholung mit Beachtung der Reihenfolge

Wir behandeln nun den Fall geordneter Auswahlen, bei denen sich die Elemente
nicht wiederholen dirfen.

Um sich die Sache klar zu machen, sollten Sie vorab einmal samtliche geordnete 2-
Auswahlen aus der Menge {a, b, c} mit 3 Elementen in lexikografischer Reihenfolge
aufschreiben und zwar einmal mit zugelassener Wiederholung und einmal ohne zuge-
lassene Wiederholung. Was ist der Unterschied? In welchem Falle gibt es mehr?

a) Wortbildung tber Alphabeten

Genau wie in Abschnitt 1.3 a) bilden wir nun Worter Gber einem Alphabet. Der einzi-
ge Unterschied ist jedoch der, dass sich in den Wortern keine Buchstaben wiederho-
len durfen. Solche Waorter nennt man injektive Worter.

Injektiv heil3t ein Wort, wenn kein Buchstabe mehr als einmal vorkommt, also jeder
Buchstabe hdchstens einmal.

Das Wort ,MATHE" z. B. ist injektiv im Gegensatz zum Wort ,STUDIUM". Warum?

Die Lange s des Wortes kann in diesem Fall hochstens gleich der Anzahl n der
verschiedenen Buchstaben des Alphabets sein: s < n. Warum geht s >n nicht?

Beispiel: n =26 und s = 4:
Wir zahlen alle injektiven Worter der Lange 4 tiber dem gewoéhnlichen Alphabet in
lexikografischer Reihenfolge auf: abcd, abce, abcf, ..., zyxw.

Aufgabe 1:

a) Geben Sie die 15 ersten und die 10 letzten Worter aus obigem Beispiel an.
b) Wie viele gibt es insgesamt? (Stufenversuch; Baumdiagramm; Urnenmodell)
c) Wie viele dieser Worter fangen mit abc an (bzw. mit ab bzw. mit a)?

d) Was ist anders gegentuber dem Fall mit Wiederholung?

e) Wie sieht der zugehdrige Baum aus?

b) Injektive Abbildungen einer r-Menge in eine s-Menge:

Eine Abbildung von A in B heil3t injektiv, wenn jedes Element von B hdchstens
einmal als Bild vorkommt, also keines mehrfach.

Beispiel: (r=4 und s =7)
A= {al, dp, dgz, a4}; B = {bl, bz,.bg, ey b7}

al a2 a3 a4) . . . . al a2 a3 a4
= ist injektiv, B =
b2 b3 bl b4 bl b2 bl b3

Woran erkennt man, dass o injektiv ist und woran, dass p nicht injektiv ist?
Notwendigerweise ist bei injektiven Abbildungen r < s. Warum?

Die zweite Zeile legt die Abbildung eindeutig fest. Diese stellt aber ein injektives
r-Wort Uber einem s-Alphabet dar.

j dagegen nicht injektiv.
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Man kann sich die Festlegung einer injektiven Funktion aus A in B denken als einen
Versuch in r Stufen:

e Stufe 1: Auswahl eines Bildelements aus B fir das Element a; von A.

e Stufe 2: Auswahl eines Bildelements aus Rest-B fir das Element a, von A.
e Stufe 3: ...

o

e Stufe r: Auswahl eines Bildelements flr a, aus den in B noch verbliebenen.
Wie viele Mdoglichkeiten zur Auswahl gibt es auf Stufe 1, 2, 3, 4, 5, ... r?
Skizzieren Sie einen Baum und notieren Sie das Ergebnis fur r=4unds=7.

Ergebnis:

Die Anzahl der injektiven Abbildungen einer r-Menge in eine s-Menge ist
gleich der Anzahl der injektiven r-Worter Gber einem s-Alphabet:

S*(S—1*(s—2)*(s=3)*..*(s—r+1) = (Ss_!r)!.

Machen Sie sich nochmals vor allem den letzten Faktor (s —r + 1) klar!
Vorsicht, hier befindet sich eine beliebte Fehlerquelle!

c) Urnenziehungen mit Beachtung der Reihenfolge aber ohne Zuricklegen.

Aus einer Urne mit n verschiedenen (z. B. nummerierten oder gefarbten) Kugeln
werden nacheinander ohne Zuricklegen s Stiick gezogen und jeweils die Nummer
notiert (zur Beachtung der Reihenfolge der Ziehungen).

Warum ist sicher s < n?

Was andert sich gegeniiber den Uberlegungen in Kap. 3 ¢), in dem Wiederholung
zugelassen war (also dort mit Zurticklegen)?

Skizzieren Sie einen Baum. Notieren Sie fir jede Stufe die Anzahl der Moéglichkeiten.
Entwickeln Sie daraus eine Berechnungsstrategie.

Ergebnis:
Die Anzahl der s-Auswahlen aus n Objekten ohne Wiederholung aber mit Be-
|
riacksichtigung der Reihenfolgeist: n*(n-1)*(n-2)*....*(nh—-s +1) = ( n T
n-s)!

Eine algebraische Umformung des Ausdrucks n* (n-1) * ... * (n-s+1) durch Erwei-

tern mit (n—s)! ergibt: n * (1 =1)*(1-2) *... *(n-s +1) = =m*s!
(n—>s)! S

Die zum letztgenannten Term gehdrige Strategie lernen wir in Kap. 5 kennen.
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d) Sonderfall:

Wir betrachten den Fall einer geordneten n-Auswahl aus n Objekten, bei dem wir
also alle n zur Verfugung stehenden Elemente auswahlen.

Man erhalt dann die samtlichen méglichen Anordnungen (Permutationen) von n
verschiedenen Elementen und deren Anzahl ist dann:

n*n-1)*n-2)*..*2*1
Dieses haufig auftretende Produkt der n ersten nattrlichen Zahlen wird in der

Mathematik mit einem eigenen Symbol bezeichnet:

1*2*3*4*5* . *n= Hk = nl Lies ,n-Fakultat” fir das Zeichen ,n!“.
k=1

Ergebnis:

Man kann n verschiedene Dingeauf n! =n*(n-1)*(n-2)*..*3*2*1
verschiedene Reihenfolgen nebeneinander anordnen (Permutationen).

Aufgabe 2:

a)
b)
c)

d)

In wie vielen verschiedenen Reihenfolgen kann man 5 (10; 20) Schiler nebenein-
ander aufstellen?

Wie viele verschiedene Zahlen kann man mit den Ziffern der Zahl 9753 bilden,
wenn man jeweils alle Ziffern verwendet?

Ein Stapel Karten mit 32 Karten (Skatblatt) wird gemischt. Wie viele verschiedene
Reihenfolgen sind als Mischergebnis méglich?

Wie viele verschiedene Zahlen kann man mit den Ziffern der Zahl 88642 bilden,

wenn man stets alle Ziffern verwendet? Wie viele mit den Zahlen 1223334444
bzw. 123444455555 ?

Wie viele verschiedene ,Worter* kann man mit den Buchstaben des Wortes
BAHAMAS (POPOCATEPETL, DNJEPROPETROWSK) bilden, wenn man stets al-
le Buchstaben verwendet?
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1.5 Ungeordnete Stichproben ohne Wiederholung

Kombinationen ohne Wiederholung ohne Beachtung der Reihenfolge

In den nun folgenden beiden Abschnitten 1.5 und 1.6 werden ungeordnete Stichpro-
ben (Auswahlen) untersucht, bei denen es nicht auf die Reihenfolge ankommt und
zwar zunachst ohne zugelassene Wiederholung in Kap. 5 und danach in Kap. 6 mit
zugelassener Wiederholung der Elemente.

a) Wortmengen

Wir bestimmen zu jedem Wort die Menge der in ihm vorkommenden Buchstaben
(ohne Wiederholung der mehrfach vorkommenden Buchstaben und ohne Beriick-
sichtigung der Reihenfolge).

Zum Wort ,MISSISSIPPI* z. B. gehort die Buchstabenmenge B={l, M, P, S}.

Welche Buchstabenmenge gehort zum Wort , ALABAMA®, welche zum Wort
~MATHEMATIK", welche zu ,POPOCATEPETL"?

Die Buchstabenmenge ist offensichtlich nichts anderes als eine Teilmenge aus dem
Alphabet von 26 Buchstaben. Notwendigerweise ist die Zahl der vorkommenden
Buchstaben hdchstens gleich der Gesamtzahl aller Buchstaben des Alphabets.

Machen Sie Beispiele fur die Alphabete A ={1, 2, 3, 4} oder B ={a, e, i, 0, u}.

Aufgabe 1:

Das gewohnliche Alphabet besitzt genau 26 verschiedene Buchstaben.

a) Wie viele verschiedene Teilmengen mit O bzw. mit 26 Buchstaben gibt es?
b) Wie viele verschiedene Teilmengen zu je 1 (bzw. 25) Buchstaben gibt es?
c) Wie viele verschiedene Teilmengen zu je 2 (bzw. 24) Buchstaben gibt es?

b) Bildmengen von Abbildungen (Teilmengen der Zielmenge B)

Zu jeder Abbildung von A in B bestimmen wir die Bildmenge, d. h. die Menge der
Elemente aus B, die bei dieser Abbildung tatséachlich als Bilder vorkommen.

Es handelt sich also um die Menge derjenigen Elemente, die in der unteren Zeile bei
der Abbildungsschreibweise vorkommen (ohne Ricksicht auf ihre Reihenfolge und
ohne Wiederholung). Offenbar handelt es sich um die Festlegung einer Teilmenge
der Menge B. Notwendigerweise ist die Zahl der ausgewahlten Elemente kleiner
oder gleich der Gesamtzahl s aller Elemente von B.

c) Urnenmodell (ungeordnete Stichproben ohne Zurticklegen)
Aus einer Urne mit k verschiedenen Kugeln werden nacheinander ohne Zurickle-
gen s Stuck gezogen. Es ist notwendigerweise s < k.
Die Menge der gezogenen Kugeln (die Reihenfolge spielt keine Rolle!) ist offenbar
eine Teilmenge aller k Kugeln der gesamten Urne.

Statt die s Kugeln nacheinander zu ziehen kann man sie auch ,gleichzeitig mit ei-
nem Griff* gezogen denken. Bei dieser Realisierung ist klar, dass es keine Wieder-
holung geben kann und dass die Reihenfolge nicht berticksichtigt wird.
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Alle drei Modelle laufen darauf hinaus, von einer gewissen Menge gewisse Teilmengen
zu bestimmen. Dies untersuchen wir nun an Beispielen:

Wir bestimmen die sdmtlichen Teilmengen der Menge M ={a, b, c}

{a,b,c }
{a,b } {a,c } {b,c }
{a } b} {c }
{ }

In der obigen Aufzahlung haben wir jeweils samtliche Teilmengen, die dieselbe Anzahl
von Elementen haben, in eine Zeile geschrieben:

Es gibt eine Teilmenge mit 0 Elementen, drei Teilmengen mit je 1 Element, drei Teil-
mengen mit je 2 Elementen und eine Teilmenge mit 3 Elementen. Insgesamt haben
wir 8 verschiedene Teilmengen.

Was bewirkt die Hinzunahme eines weiteren vierten Elementes d zur Menge M?

Aufgabe 2:
a) Erganzen Sie die obige Aufstellung fur eine Menge mit vier Elementen.

b) Wie kann man unter Benlitzung der obigen Aufstellung schnell und systematisch
samtliche Teilmengen der neuen Menge finden?

c) Wie andert sich die Anzahl aller Teilmengen bei Hinzunahme eines neuen Ele-
ments?

Aufgabe 3:

Wie kann man aus den Teilmengen einer n-Menge die k-Teilmengen — also die Teil-
mengen mit genau k Elementen — einer (n+1)-Menge ermitteln?
Welche Rekursionsformel lasst sich ableiten?

Spielen Sie diese Uberlegung fir einige Beispiele durch!
Stellen Sie ihre Ergebnisse firn =1, 2, 3, 4,5 und deren samtliche k-Teilmengen fur
k=0,1,2,..,n ubersichtlich in einer Tabelle dar.

d) Die Anzahl der k-Teilmengen einer n-Menge

Wir bilden von einer Menge M mit n Elementen die sdmtlichen Teilmengen mit
jeweils genau k Elementen, wéahlen also aus n verschiedenen Elementen k
Stick aus (ohne Wiederholung und ohne Beachtung der Reihenfolge!).

Zunachst stellen wir folgende wichtige Eigenschatft fest:

Die Anzahl der verschiedenen k-Teilmengen einer n-Menge ist genau gleich

der Anzahl der verschiedenen n-Dualketten mit genau k Einsen.

Wir bezeichnen diese (noch unbekannte) Anzahl mit C(n, k).
Ein Beispiel soll dies klar machen und damit die obige wichtige Aussage beweisen:
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M={ a, a, a, &, a a, az .. an}

D, = 1 0 0 0 1 0 0 0

T1 ={ay, as} ist eine Teilmenge von M mitgenau 2 der n Elemente von M. Die-
ser Teilmenge T, entspricht umkehrbar eindeutig die n-Dualkette D; = 1000100...0
mit genau 2 Einsen fir die ausgewahlten Elemente a; und as und Nullen fur alle
nicht ausgewéahlten Elemente.

Jeder k-Teilmenge entspricht auf diese Weise eindeutig eine n-Dualkette mit genau
k Einsen und umgekehrt. Deshalb gibt es genau so viele k-Teilmengen einer n-
Menge, wie es n-Dualketten mit k Einsen gibt und unsere Behauptung ist bewie-
sen.

Machen Sie sich diesen Zusammenhang an vielen Beispielen klar, so dass Sie ihn
als verfugbaren geistigen Besitz, d. h. als Denkwerkzeug, nutzen kénnen!

Hinweis:

Zu jeder Teilmenge von M kann man eine charakteristische Funktion bilden, d. h. ei-
ne Abbildung von M in die Menge {0, 1}. Dazu ordnet man jedem Element von M die 1
zu, wenn es zur Teilmenge T gehort und die 0, wenn es nicht zu T gehort.

Beispiel: Zur Teilmenge T; = {ai, as} gehdrt folgende charakteristische Funktion:
_ a ap, az a4 ag ag ... ap
11 0 0 0 1 0 .. 0f

Die Dualkette D; ist nichts anderes als die zweite Zeile dieser Darstellung fur die Abbil-
dung ¢, kann also mit dieser identifiziert werden.

Aufgabe 4:

a) Stellen Sie fur den Fall M = {as, a,, as, a4} samtliche Teilmengen dar.
Ordnen Sie diese nach der Anzahl k ihrer Elemente und schreiben Sie fur jede
Teilmenge die zugehoérige Dualkette (charakteristische Funktion) auf.
Machen Sie sich so den obigen Sachverhalt klar.

b) Ermitteln Sie alle 3-Teilmengen einer 5-Menge, z. B. von M ={a, e, i, 0, u}. Anzahl?
c) Ermitteln sie alle Dualketten der L&nge 5 mit genau 2 Einsen. Anzahl? Vermutung?

n
e) Berechnung der sogenannten Binomialkoeffizienten C(n, k) = (kj

Wir erinnern noch einmal an die Bedeutung des Symbols C(n,k):
Die noch unbekannte Anzahl C(n, k) gibt die
e Anzahl aller verschiedenen k-Teilmengen einer n-Menge
und gleichzeitig die
e Anzahl aller Dualketten der Lange n mit genau k Einsen an.

Anstelle von C(n, k) wird auch das Symbol (Ej (lies: ,n Gber k*) benutzt.

Unmittelbar einzusehen sind folgende Beziehungen, begrinden Sie diese:
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ol ()l )0

Was besagen diese Gleichungen im Fall der Teilmengen und im Fall der Dualketten
inhaltlich?

Zwei wichtige Rekursionsformeln ermdglichen die Berechnung fur beliebiges n und k.

1. Rekursion (additiv):

Wie entstehen die (n+1)-Dualketten mit genau k Einsen aus den n-Dualketten?

o) Esgibtgenau C(n,k-1) = (kn j verschiedene n-Dualketten mit genau (k —1)

Einsen. Stellt man jeder dieser n-Dualketten eine ,1 voran, so erhalt man eine
(n+1)-Dualkette mit genau k Einsen. Auf diese Weise erhalt man samtliche (n+1)-
Dualketten mit k Einsen, die mit einer 1 beginnen.

B) Es gibt genau C(n, k) = [Ej verschiedene n-Dualketten mit genau k Einsen.

Stellt man jeder dieser n-Dualketten eine ,0“ voran, so erhalt man eine (n+1)-
Dualkette mit genau k Einsen. Auf diese Weise erhalt man samtliche (n+1)-
Dualketten mit k Einsen, die mit einer O beginnen.

y) Daalle (n+1)-Dualketten mit genau k Einsen entweder mit einer 1 oder mit einer
0 beginnen, erhalt man durch Addition der Anzahlen der Félle gemafl3 o) und B) die
Anzahl sdmtlicher dieser Dualketten (Summenregel!). Folglich gilt:

()

Mit Hilfe dieser Rekursion und den Anfangswerten C(n, n) =C(n, 0)=1 und
C(n,n=1)=C(n, 1) =n kann man nun jede der Zahlen C(n, k) berechnen.

Wir geben ein Beispiel:

C(7,4)=C(6,4) +C(6,3) = [C(5,4) +C(5,3)] +[C(5,3)+C(5,2)]
=C(4,4)+C(4,3)+C(4,3)+C(4,2)+C(4,3)+C(4,2) +C(4,2) +C(4, 1)
=1+4+4+C(3,2)+C(3,1)+4+C(3,2)+C(3,1) +2%¢(C(3,2)+ C(3,1)] + 4
=9+3+3+4+3+3+2%3+3)+4=35.

Berechnen Sie zur Ubung einige weitere Werte auf die dargestellte Weise.

In einer tabellarischen Zusammenstellung (Pascal’sches Zahlendreieck) lasst sich
diese Rekursionsformel besonders tbersichtlich darstellen:

Man beginnt mit den Randwerten C(n, 0) = C(n, n) = 1.
Dann benitzt man die obige Rekursion und berechnet die nachstfolgende Zeile:
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k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
n= 1 1
Q
=2 1 2 1
i \ y_—,.}
n= 1 '3 3 1
ea | TR T 1
n= 1 1
n= 1 1
1 1
Aufgabe 5:

Gewinnen Sie die obige Rekursionsformel durch analoge Uberlegungen an Teilmen-
gen an Stelle von Dualketten. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

Sei x das neu hinzukommende (n+1)-te Element. Man erhalt die k-Teilmengen der
neuen (n+1)-Menge indem man einmal die sdmtlichen k-Teilmengen der n-Menge
nimmt und dazu die samtlichen (k-1)-Teilmengen der n-Menge jeweils um das neue
Element x erganzt.

Aufgabe 6:

a) Erstellen Sie das Pascal’'sche Dreieck der Binomialkoeffizienten gemal} dieser Re-
kursion Ubersichtlich und Zeile fur Zeile mindestens bis n = 10.

b) Berechnen Sie fir jede Zeile die Summe und die Wechselquersumme (+ und — ab-
wechselnd). Was stellen Sie fest? Was bedeutet das Ergebnis?

c) Entwickeln sie eine Prozedur in der Programmiersprache MAPLE (oder einer ande-
ren) zur Berechnung der Binomialkoeffizienten gemafR dieser Rekursion.

Setzen Sie dazu folgendes Schema um:

O falls k>n
C(n,k) = 1 falls k=n

1 PP falls k=0

Ch-1,k)+C(n-1,k-1) sonst

Eigentlich sind wir nun fertig, denn im Prinzip kdnnen wir samtliche Werte C(n, k) mit
Hilfe des Pascal-Dreiecks berechnen. Der Nachteil liegt darin, dass wir z. B. zur Be-
rechnung von C(50, 27) alle Werte von n = 1 bis n = 49 berechnen missen, um die
Werte fiir die Zeile mit n =50 zu erhalten. Gunstiger wéare es, den Wert C(50, 27)
direkt ausrechnen zu kdnnen. Das ermdglicht die folgende multiplikative Rekursion, die
wir an Hand einer einfachen und leicht zu merkenden Aufgabe einfiihren:
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2. Rekursion (multiplikativ):

Ein Verein hat n Mitglieder. Er wéahlt aus seinen n Mitgliedern einen Vorstand mit k
Personen und in diesem Vorstand einen Vorsitzenden. Es gibt zwei Wahlverfahren:

e Verfahren 1: Zuerst wird der Vorsitzende gewahlt. Daflr gibt es n Mdoglichkeiten.
Dann wird der Restvorstand von (k — 1) Personen aus den verbliebenen (n — 1)
maogli-

) moo

dazugewahlt. Dafiir gibt es (E_

1 g . . n
1 Moglichkeiten, insgesamt also n * y

che Ausgange der Wahl (Produktregel).

e Verfahren 2: Zuerst wird der gesamte Vorstand von k Personen aus den n Mit-
gliedern ausgewahlt und dann aus diesen k Vorstandsmitgliedern der Vorsitzende.

Es gibt demnach (Ej * k mdogliche Ausgange der Wabhl.

e Beide Male muss sich dieselbe Anzahl ergeben, also gilt:

nj_n,(n-1 _n, ) )
(kJ_ K (k_J bzw. C(n, k) " Cih-1,k-1)

Wie man mit Hilfe dieser Rekursion die Werte C(n, k) direkt, schnell und einfach aus-
rechnen kann, zeigen wir wieder an einem einfachen Beispiel:
7 7.6 7.6,5
C(7,4)=-*C(6,3)=—*=*C(5B,2)=—*=*=-*C(4,1) =
(7,4)=, *C(6,3) =, * - *C(5) =, * = * - *C41)

*

INQIEN
w|o

5.4 gy
2 1

Aufgabe 7:

a) Berechnen Sie einige Werte fur C(n, k) nach diesem Schema.
Entwickeln Sie eine allgemeine Formel zur Berechnung von C(n, k) gemaf diesem
n!

kl's (n-K)!

b) Entwickeln Sie eine Computerprozedur z. B. in MAPLE zur Berechnung von
C(n, k) gemal dieser Rekursion, indem Sie folgendes Schema umsetzen:

Vorgehen. Zeigen Sie: C(n, k) =

(O falls k>n

1 falls k=n

Cin,k)y =<1 falls k=0
E *Cin—-1,k—-1) sonst

\

Fortgesetzte Anwendung dieser Rekursion bis man zu k=1 gelangt ergibt die folgen-
de Berechnungsformel fur die Binomialkoeffizienten:
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n_n,0M-1),0-2), (-3, L, (n—k+1) _ n!
k k (k-1 (k-2) (k-3 7 1 k!« (n - k)!
Die Anzahl der k-Teilmengen einer n-Menge ist gleich der Anzahl der

n
n-Dualketten mit k Einsen namlich {k]

Wir wollen die Berechnung der Binomialkoeffizienten noch auf eine andere Weise an-
schaulich und Ubersichtlich darstellen in einer Anwendungssituation ftir zwei der bishe-
rigen Falle:

geordnet auswahlen

| > Geordnete
n - Menge n! k - Auswahl
(n—k)!
ungeordnet n anordnen
auswahlen K k!
k- Teilmenge, d. h.
ungeordnete
k- Auswahl

Man kommt von der n-Menge zur geordneten k-Auswahl auf zwei Wegen:
¢ Entweder man stellt direkt geordnete k-Auswahlen her (oberer Pfeil).

n!

Daflr gibt es n*(n-1)* ... *(n-k+1) = .

Mdglichkeiten.

n
e Oder aber man nimmt zuerst eine ungeordnete k-Auswahl, wofir es (kj Moglichkei-

ten gibt, und ordnet diese anschlie3end, woftlir es jeweils k! Mdglichkeiten gibt.

Gemal beiden Verfahren muss sich dieselbe Anzahl von geordneten k-Auswabhlen er-

I
geben. Also muss gelten: K k! = ke .
Kk (n—k)!

Aus dieser wichtigen Beziehung folgt ebenfalls die obige Berechnungsformel (siehe
Kasten) fur die Binomialkoeffizienten.
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Aufgabe 8:

Es sollen samtliche mdgliche n-Dualketten mit k Einsen erzeugt werden, wobei eine
der k Einsen rot gefarbt sein soll (,Vereinsvorsitzender®).

Geben Sie zwei Wege zur Losung dieser Aufgabe an und gewinnen Sie damit auch fur
Dualketten die obige Rekursionsformel k*C(n,k)=n*C(n—-1, k—1).

Aufgabe 9:
Bestétigen Sie noch einmal durch direktes Ausrechnen mit Hilfe der Formel

[
C(n, k) = =N __ die folgenden speziellen Beziehungen:
k (n—k)!I*k!

a) C(n,0)=1 b) C(n,n)=1
c) C(n,1)=n d) C(n,n-1)=n.
e) C(n+l,k)=C(n,k)+C(n,k-1) f) C(n, k) = E * C(n-1, k-1).

Hinweis: Beachten Sie, dass sinnvoller Weise 0! =1 und C(0, 0) = 0 definiert wird.

Aufgabe 10:

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus 49 verschiedenen Zahlen 6 auszuwahlen,
wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt und keine Zahl wiederholt werden darf?

b) Wie viele Mdglichkeiten gibt es beim Lotto ,6 aus 49*?
c) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit fir einen Lottogewinn?

d) Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, aus den 32 Karten eines Skatblattes
2 in den so genannten ,Skat“ zu legen?

e) Beim Skatspiel erhélt jeder der drei Spieler 10 der 32 verschiedenen Karten zuge-
teilt. Wie viele Mdglichkeiten gibt es fir eine derartige 10-Auswahl aus 327?
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1.6  Ungeordnete Stichproben mit Wiederholung

a)

b)

Kombinationen mit Wiederholung ohne Beachtung der Reihenfolge.

Wortbildungsmodell

Im Gegensatz zu Abschnitt 1.5 wollen wir nun zu jedem Wort den Buchstabenvorrat
bilden, also eine Zusammenfassung aller Buchstaben, bei der zwar die Reihenfolge
keine Rolle spielt, Wiederholungen aber durchaus zul&ssig sind.

Der Buchstabenvorrat — wie ihn etwa ein Schriftsetzer als Letternvorrat zum Bleisatz
des Wortes bendétigt oder wie man ihn beim Scrabble-Spiel bendétigt — fir das Wort
MISSISSIPPI ist folgender: I I MPPSSSS.

Bestimmen Sie den Buchstabenvorrat fiir die Worter ,MATHEMATIK", ,STUDIUM*
bzw. , ALABASTERUNTERTASSE".

Es erhebt sich die Frage, wie viele mdgliche Buchstabenvorrate mit k Buchstaben
man aus einem Sortiment von n verschiedenen Buchstaben bilden kann. Dazu
missen naturlich alle in gentigender Anzahl, also mindestens jeweils k Stlck, vor-
handen sein, denn es kdnnte ja die gesamte Stichprobe von k Stlick von einer einzi-
gen Sorte sein.

Wir wollen ein Beispiel fir n = 26 und k = 2 betrachten:

AA, AB, AC,...,AZ; BB, BC, ...BZ; CC,... ...YZ, ZZ.
Mit A beginnen 26, mit B noch 25, mit C noch 24, ... und schlie3lich mit Z noch 1.
* 27
Damit haben wiralso 26 +25+24 + ...+ 1= w = [ 5 J = 351 Auswahlen.

Untersuchen Sie weitere derartige Beispiele bei verschiedenen ,Alphabeten*.

Abbildungsmodell

Statt wie in 1.5 nach der Bildmenge wird nun nach dem Bildvorrat gefragt, also un-
ter mehrfacher Aufzahlung derjenigen Elemente von B, die mehrfach als Bilder von
Elementen von A vorkommen.

Die Fragestellung ist also: Wie viele Moéglichkeiten gibt es, aus s verschiedenen E-
lementen r Stick auszuwahlen, wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt und Ele-
mente mehrfach ausgewéhlt werden durfen?

Wir wollen ein Beispiel betrachten, indem wir alle derartigen 3-Auswahlen aus der
3-Menge {a, b, c} notieren und zwar in lexikografischer Reihenfolge:

aaa, aab, aac, abb, abc, acc, bbb, bbc, bcc, ccc. Wir erhalten 6 + 3 + 1 = 10 Stlck.

Urnenmodell

In einer Urne liegen k verschiedene Kugeln, von jeder Sorte mindestens s Stlck.
Man greift nun mit einem Griff (ungeordnet) s Stuck aus der Urne heraus (man
kann auch s Stiick nacheinander greifen und sie auf einen ungeordneten Haufen
werfen). Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es daftr?

Untersuchen Sie selbst ein Beispiel lhrer Wahl.
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d) Gemeinsames Modell
Man kann alle aufgezéhlten Falle behandeln durch folgende elegante Fragestellung:

Auf wie viele verschiedene Weisen ist es moéglich, k gleiche Kugelnin s ver-
schiedene Schubladen (z. B. nummerierte Schubladen) zu legen?

Analog dazu ist das ,,Gutscheinmodell*:

Auf wie viele verschiedene Weisen kann man k Gutscheine auf s verschie-
dene Sorten von Gegenstanden verteilen?

Die Losung ist erstaunlich einfach. Mit Hilfe der Kugel-Trennstrich-Methode fiihren
wir diesen Fall auf einen bereits geldsten zurtick. Wir geben zunéchst ein Beispiel
fur diese Kugel-Trennstrich-Methode:

Problemstellung:

In einer Konditorei gibt es 8 verschiedene Sorten von Pralinen.
Wir durfen uns 20 Pralinen beliebig aus diesen 8 Sorten auswéhlen.
Wie viele verschiedene Wahlmaoglichkeiten gibt es hierfr?

LOsung:

Wir stellen uns vor, dass wir fur die Auswahl der 20 Pralinen 20 Gutscheine erhalten
haben und zwar in Form von 20 gleichen Kugeln. Diese 20 Gutscheine oder Kugeln
mussen wir nun auf die 8 verschiedenen Sorten von Pralinen verteilen. Wir kénnten z.
B. alle 20 Gutscheine auf unsere Lieblingssorte setzen, oder zunachst einmal je 1 Prali-
ne von jeder Sorte nehmen oder ..., je nach individuellem Gusto.

Wir denken uns die 8 Sorten in 8 Schubladen vorhanden und miissen nun unsere
Gutscheine auf diese 8 Schubladen verteilen. Die 8 Schubladen denken wir uns reali-
siert durch 7 Trennstriche. Eine Verteilung kann etwa wie folgt aussehen:

|ooooooo|oooo0||ooooo|oo]|o]|0
\ /AN N J o\ ;LYJH_J\_Y_)LY_H_Y_}

In der vorliegenden Aufstellung genltigen 7 Trennstriche (nicht 8) fir die 8 Schubla-
den. In der ersten Schublade befindet sich gar kein Gutschein, in der zweiten sind es 7,
in der dritten 4, in der vierten 0, in der finften 5, in der sechsten 2, in der siebten 1 und
in der achten ebenfalls 1 Gutschein.

Jeder Auswahl von 20 Pralinen aus den 8 Sorten entspricht eindeutig eine solche An-
ordnung und umgekehrt. Diese Anordnungen sind jedoch nichts anderes als Dualketten
mit 20 Nullen und 7 Einsen, davon gibt es aber genau

C(27,7)=C(27, 20) = 2r)_[2r)__21! =888 030 verschiedene Moglichkeiten
D= HEL =7 T 20 )T 7201 T g !
wie wir aus 1.5 bereits wissen.

Die vorstehende Methode kdnnen wir nun verallgemeinern:

Die k gleichen Kugeln, dargestellt durch k Nullen, werden durch (n — 1) Trennstri-
che, dargestellt durch n—1 Einsen, auf die n verschiedenen Schubladen verteilt.
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Beispiel mit k=20 und n=6:

O00II0O000|I0000000O0)J]0O0O0OO0OOI
H_}LYJH—JK ~ '\ v .

Schubladen 1 bis 6

Wie man sieht liegen in der ersten Schublade 3 Kugeln, in der zweiten keine, in der drit-
ten 4, in der vierten 8 in der funften 5 und in der sechsten keine Kugel.

Jede solche Dualkette mit genau 20 Nullen (Kugeln) und 5 Einsen (Trennstriche) stellt
eine mogliche Verteilung von 20 Kugeln auf 6 Schubladen dar und umgekehrt. Es gibt
also genau so viele verschiedene Verteilungen, wie es solche Dualketten gibt, im gege-

benen Fall also 25 = 25 )
5 20

Im allgemeinen Fall, bei dem k gleiche Kugeln in n Schubladen zu verteilen sind, er-
gibt sich als Anzahl aller méglichen Verteilungen die Zahl aller méglichen Dualketten mit
genau k Nullen (das sind die Kugeln) und genau (n — 1) Einsen (Trennstriche). Wir
erhalten demnach das folgende Ergebnis:

Die Anzahl der k-Kombinationen aus n verschiedenen Sorten mit Wiederholung
aber ohne Berucksichtigung der Reihenfolge erhélt man zu:

n-1+k) (n-1+k
Kk n-1
Bitte beachten Sie: Fir n Schubladen benétigt man nur n —1 Trennstriche!

Aufgabe 1:

a) Ein Handler bestellt beim Hersteller 10 Computer aus 3 verschiedenen Modellen.
Wie viele Mdglichkeiten der Auswahl gibt es daflr?

b) 100 Spatzen lassen sich auf drei Hausern A, B und C nieder.
Wie viele mdgliche Verteilungen gibt es daftr?

c) Wie viele verschiedene Ldsungen in nattrlichen Zahlen ( > 0) hat die Gleichung
X+y+z+v+w=207?

Erganzung: Eine alternative Herleitung

Wir werden die Berechnung der Anzahl aller ungeordneten k-Auswahlen aus n mit
Wiederholungsmadglichkeit noch auf eine weitere Weise zeigen, indem wir sie auf ei-
ne Auswahl ohne Wiederholung zurtckfuhren.

Essei M ={1, 2, 3, 4, 5, 6} und wir wollen die Anzahl der sdmtlichen 3-Auswahlen aus
dieser Menge M mit 6 Elementen bei zugelassener Wiederholung aufschreiben (linke
Spalte). Jeder solchen Auswahl ordnen wir eine entsprechende in der zweiten Spalte
zu, indem wir die zweite ausgewahlte Zahl um 1 und die dritte um 2 erhéhen:
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3-Auswahlen aus {1, 2, 3, 4, 5, 6} 3-Auswahlen aus {1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8}
mit Wiederholmdéglichkeit: ohne Wiederholmaoglichkeit:

X,Y,2Z X, y+1, z+2

1,1,1 1, 2, 3

1,1,2 1, 2, 4

1,1,3 1, 2, 5

1,1, 4 1, 2, 6

1,1,5 1, 2, 7

1,1,6 1, 2, 8

1,2,2 1, 3, 4

X, Y, Z X, y+1, z+2

4,6, 6 4, 7, 8

56,6 5 7,8

6,6,6 6, 7, 8

Man erkennt an dieser Aufstellung — und kann sich leicht allgemein klar machen:

Zu jeder 3-Auswahl x,y, z aus den 6 Elementen mit moglicher Wiederholung in der
linken Spalte gibt es eindeutig eine ungeordnete 3-Auswahl ohne Wiederholung (also
eine Teilmenge) aus den 8 Elementen in der rechten Spalte und umgekehrt. Ist namlich
irgendeine Teilmenge aus der rechten Spalte vorgegeben, z. B. 3, 5, 8, so kann man
dazu eindeutig die zugehotrige Auswahl der linken Spalte rekonstruieren, namlich 3, 4,
6. Daher gibt es genau so viele ungeordnete 3-Auswahlen aus 6 Elementen mit Wie-
derholung wie es 3-Teilmengen (d. h. ungeordnete 3-Auswahlen ohne Wiederholung)

8
aus 8 Elementen gibt, namlich (3}

Dies Ergebnis kann man verallgemeinern und damit ist die bereits bekannte Formel fur
die Anzahl der mdglichen ungeordneten k-Auswahlen aus n mit méglicher Wiederho-

lung erneut hergeleitet: [n +|k< _1j .
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1.7 Binomialkoeffizienten. Ubersicht
a) Eine Ubersicht

Bevor wir weitere Details kennen lernen, wollen wir die bisherigen Ergebnisse zueinan-
der in Beziehung setzen und einen Uberblick gewinnen.

Allen vier Stichprobenféllen aus 1.3 bis 1.6 war folgendes gemeinsam:

Aus einer Sammlung von n verschiedenen Gegenstdnden wurde jeweils eine
Stichprobe von s Stiick entnommen.

Unterschiedlich war dabei, ob die Reihenfolge der Entnahme zu beriicksichtigen war
oder nicht und ob Wiederholung der Entnahme desselben Objektes zugelassen war
oder nicht. Wir bringen dies in ein tbersichtliches Schema:

Geordnete Stichproben Ungeordnete
Stichproben
Beliebige Wdorter der Lange s Mehrfachmengen mit s
uber einem n-Alphabet. Elementen aus n ver-
Mit Wiederholung |Listen der Lange s aus n schiedenen Sorten.
verschiedenen Elementen Bildvorrat einer Abbil-
(s-Tupel). dung.
Beliebige Abbildungen aus einer |Buchstabenvorrat eines
s-Menge in eine n-Menge. Wortes.
n-1+s) (n-1+s
n® s ) | n-1
Permutationen s-Teilmengen einer
Injektive Worter der Lange s tiber |N-Menge.

Ohne Wiederholung einem n-Alphabet. Dualketten mit n Stel-
Injektive Abbildungen aus einer |len davon s Einsen.
s-Menge in eine n-Menge.

n_( n |_ n!
n*(n-1)* (n-2) * (n-3)* .. * ("-s+1) | s ) "(n—s) str(n—s)!
_n!
- (n—s)!
Nur moglich fur s <n Nur méglich fir s <n

Ratschlag fur Lernende:

Benutzen Sie fur Aufgaben zu geordneten Stichproben niemals eine Formel, sondern
Uberlegen Sie sich immer einen Stufenversuch zum aktuellen Problem und entwickeln
Sie daran Ihre Abzahlstrategie (Baum oder Stufenversuch oder Listenbildung).
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n |
Was Sie wissen mussen ist, dass C(n, k) = = die Anzahl aller ver-

k k!« (n-k)!
schiedenen k-Teilmengen einer n-Menge und gleichzeitig die Anzahl aller verschie-
denen n-Dualketten mit k Einsen (bzw. mit k Nullen) darstellt.

FUr ungeordnete Stichproben empfiehlt es sich, stets das Teilmengenmodell oder
das Dualkettenmodell (z. B. fur die Kugel-Trennstrich-Methode) zu verwenden.

Geordnete Auswahlen: Baum benutzen!
Ungeordnete Auswahlen: Dualketten- oder Teilmengenmodell benutzen!

b) Binomialkoeffizienten

n
Warum nennt man die Zahlen C(n, k) = [kj eigentlich ,Binomialkoeffizienten ?

Aufgabe 1:

Multiplizieren Sie die folgenden Ausdricke aus und sortieren Sie die Teilprodukte nach
fallenden (oder steigenden) Potenzen von a.
Benutzen Sie jeweils fur die nachste Aufgabe das Ergebnis der vorhergehenden.

a) (a+b)? b) (a+b)’ c) (@a+b) d) (a+b)
e) Was fallt Ihnen bei Betrachtung der Ergebnisse und ubersichtlicher Zusammenstel-
lung auf?

f) Welche Vermutung haben Sie fir das ausmultiplizierte Ergebnis von (a + b)"?

Der Binomische Lehrsatz:
(a+b)" = (at+b)* (a+b) * (a+b) * (a+b) * * (a+b) (n Faktoren)

=[Man+ [Mavtp + [ lar 22+ o+ a0k o+ T Jap™t [ ]
0 1 2 k n-1 n

k=n n K a k=n n . o
S - e

k=0 k=0

Begriinden Sie, warum die beiden letzten Ausdriicke aquivalent sind. Sie sind Kurz-
schreibweisen fir die ausfuhrlich in der Zeile dariiber stehende Summe. Lies:

,Summe von k=0 bis k=n der Terme n Uber k mal a hoch k mal b hoch n — k*

Wir wollen die Richtigkeit des Binomischen Lehrsatzes begrinden:
Der Ausdruck (a + b)" bedeutet ein Produkt aus n gleichen ,Binomen“ (a + b).

Man multipliziert diesen Ausdruck bekanntlich dadurch aus, dass man alle mdglichen
Kombinationen von Produkten bildet, wobei von jeder Klammer ein Glied zu nehmen ist.

Nun kénnen wir fragen wie oft dabei das Produkt a** b"™* vorkommt. Ganz offenbar
genau so oft, wie man aus k der n Klammern das a und aus den restlichen n —
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Klammern das b auswahlen kann. Das geht aber genau auf (E] :( n kJ maogliche

Weisen und damit ist der Satz auch schon bewiesen.

Aufgabe 2:

Beweisen Sie den binomischen Lehrsatz durch vollstandige Induktion gemaf dem Ver-
fahren von Aufgabe 1, indem sie folgende Identitdt aus Kap. 6 benttzen:

C(n+1, k) =C(n, k) + C(n, k-1)  oder in anderer Form: (MIJ =[nj+[ n J

k k) \k-
Aufgabe 3:
Welche Formeln ergeben sich aus dem Binomischen Lehrsatz fur folgende Sonderfalle?
a) a=b=1. bya=1lundb=-1 c) a=lundb=x

d) Notieren Sie jeweils die entsprechenden Formeln ausfihrlich.
e) Deuten Sie diese inhaltlich im Teilmengen- bzw. im Dualkettenmodell.

f) Was ergibt die Summe der Zahlen in der n-ten Zeile des Pascal'schen Dreiecks,
was ergibt die Wechselquersumme (abwechselnd + und -)?

g) Bringen Sie die Ergebnisse aus f) mit denen aus a) und b) in Zusammenhang.
Wegen ihres Auftretens als Koeffizienten bei der Entwicklung des Binoms (a+b)" nennt
man die Koeffizienten C(n, k) = (Ej Ublicherweise Binomialkoeffizienten.

Die Schreibweise C(n, k) soll ihre Bedeutung fur die Kombinationen (combinations)
von k Stick aus n verschiedenen Moglichkeiten andeuten

c) Das Pascalsche Zahlendreieck

Die Binomialkoeffizienten werden im folgenden Pascalschen Zahlendreieck tbersicht-
lich tabelliert. Mit Hilfe der in 1.5 behandelten additiven Rekursion lasst sich das Zah-
lensystem leicht und einfach aufbauen:

n k 0 1 2 3 4 5 6 7 g8 | » |¥
0 /1 1 0
1 1 1 2 0
2 1 1 4 |0
3 2 /% 1 8 0
4 | 3 4 1 16 |0
5 || 5 / /m>§i 1 32 |o
6 8 % /Ib/ 20 5 6 1 64 |0
7 13 / 21N\,35 3 21 7 1 128 | O
8 21 8 28 56 onae 28 8 1 256 | 0
9 34 i, ~
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X gibt die Summe der Binomialkoeffizienten einer Zeile und ¥’ deren Wechselsumme
(abwechselnd + und —) an.

Darlber hinaus lassen sich an diesem Zahlendreieck noch viele weitere interessante
Eigenschaften und Zusammenhéange aufdecken. Wir erwdhnen im Folgenden einen
davon:

Aufgabe 4:

Man erklare und beweise, dass als Summe gewisser Binomialkoeffizienten die Folge
der Fibonacci-Zahlen auftritt (schrage von rechts oben nach links unten verlaufende
rote Markierungen).

Bsp.. 16 =C(6,0)+C(5,1)+C(4,2) +C(3,3) =
=C(5,0) + C(4,1) + C(3,2) + C(4,0) + C(3,1) + C(2,2) =15+ 4

Aufgabe 5:

Formulieren und beweisen Sie die Identitaten, die durch die farbigen Pfeile (magenta
bzw. orange, bzw. blau) im Pascalschen Zahlendreieck angedeutet sind.

d) Multinomialkoeffizienten

Wir wollen versuchen, die Aussage des Binomischen Lehrsatzes (nicht zu verwechseln
mit den so genannten ,binomischen Formeln®) zu verallgemeinern.

Aufgabe 6:

a) Wie viele verschiedene ,Worter* der Lange 5 lassen sich unter dreimaliger Verwen-
dung des Buchstabens A und zweimaliger Verwendung des Buchstabens B bil-
den? Beispiele: AAABB, .......... , BBAAA.

b) Wie viele verschiedene siebenstellige Zahlen lassen sich unter Verwendung von
drei Ziffern 1 und vier Ziffern 2 bilden?

c) Wie viele verschiedene ,Worter* der Lange 10 lassen sich aus 2 Buchstaben A, 3
Buchstaben B und 5 Buchstaben C bilden?

d) Wie viele verschiedene 9-stellige Zahlen lassen sich aus 2 Einsen, 3 Zweien und 4
Dreien bilden?

e) Wie viele Moglichkeiten gibt es x Buchstaben der Sorte A, y Buchstaben der Sorte
B und z Buchstaben der Sorte C zu einem Wort der Ldnge n=x+y +z zusam-
menzusetzen?

Wir geben ein systematisches und typisches Losungsbeispiel fir Problemstellungen
gemal obiger Aufgabe 4:

Problemstellung:

Auf wie viele verschiedene Weisen kann man die Buchstaben des Wortes
-MISSISSIPPI* permutieren, d. h. in verschiedene Reihenfolgen bringen?
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LOsung:

Es kommt im Wort MISSISSIPPI 4 Mal der Buchstabe I, 1 Mal der Buchstabe M, 2 Mal
der Buchstabe P und 4 Mal der Buchstabe S vor, insgesamt hat das Wort die Lange 11.
e Weg1l:

Wir denken uns zunachst jeweils die mehrfach vorkommenden Buchstaben indi-
ziert, also z. B. durch Iy, I, I3 und I, unterscheidbar gemacht. Dann haben wir 11
verschiedene Zeichen, die wir auf 11!=11*10*9*8* ... * 1 Weisen anordnen
konnen. Allerdings erhalten wir immer dasselbe Wort, wenn wir bei einer bestimmten
Anordnung die vier Buchstaben | untereinander permutieren, was auf 4! = 4*3*2*1
maogliche Weisen geht. Je 24 der mdglichen 11! Worte sind also bei Wegfall der
I-Indizierung gleich. Daher missen wir die Anzahl 11! noch durch 4! teilen.
Dasselbe Argument gilt ebenso fur die 2 Buchstaben P, fir die wir durch 2! teilen
missen und fur die vier Buchstaben S, fur die wir erneut durch 4! teilen mussen.
Unser Ergebnis ist also insgesamt: i

A1%21*41
e Weg 2:

Wir erzeugen die Worter der gesuchten Art schrittweise, indem wir nach und nach
die 11 zur Verfiigung stehenden Platze mit Buchstaben fillen:

Im ersten Schritt suchen wir aus den 11 Platzen vier fur die vier Buchstaben | aus
und besetzen diese. Daflir gibt es (13 Maoglichkeiten.
Danach suchen wir unter den noch freien 7 = 11 — 4 Platzen die vier fiir die Buch-

staben S aus. Dafir gibt es (Z] Moglichkeiten und entsprechend noch [zj fur die

beiden Buchstaben P und schlief3lich nur noch 1 Mdglichkeit fur das restliche M.

7} * @] Moglichkeiten.

Insgesamt erhalten wir daher nach der Produktregel (TJ *(4

e Da wir in beiden Féallen dieselben Objekte gez&ahlt haben, missen die Resultate -
bereinstimmen. Zeigen Sie dies durch entsprechende Umformung des zweiten Aus-
drucks in den ersten.

Verallgemeinerung fihrt auf das folgende Ergebnis:

Gegeben seien a Buchstaben A, b Buchstaben B, ¢ Buchstaben C, ...usf.
Die Gesamtzahl aller Buchstabensei n=a+b+c+ ...

Dann ist die Anzahl der verschiedenen méglichen Anordnungen aller n Buchstaben

n _ n! _(@a+b+c+..) (n) (n-a) (n-a-b),
a,b,c..) al*bl*cl*..  al*bl*c!*... |a b c

atb+c+..) (a+b+c+..)
a,b,c,... al*pl*cl*...

Der Ausdruck ( heil3t Multinomialkoeffizient
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Aufgabe 7:
Beweisen Sie den Multinomialsatz:
Der Koeffizient des Teilprodukts a“*b' *c™ ... in der Entwicklung des Multinoms

. | .
(a+b+c+...)" ist o= N wobei n=K+1+m+ ...
KILm,..)  keFmi

Zeigen Sie die Richtigkeit zuerst an einfachen Beispielen und dann allgemein.

Aufgabe 8:

a) Wie viele verschiedene Zahlen kann man mit den Ziffern der Zahl
122333444455555666666 schreiben, wenn man jeweils alle Ziffern verwendet?

b) Wie viele verschiedene 6-stellige Zahlen kann man mit den Ziffern der Zahl aus a)
bilden?

c) Wie viele Worter kann man mit den Buchstaben des Wortes
ALABASTERUNTERTASSE schreiben, wenn man stets alle Buchstaben verwen-
det?

d) Wie viele Worter der Lange 6 kann man mit den Buchstaben des Wortes aus c)
bilden? (Vorsicht, sehr aufwendige Aufgabe!)

e) Identitaten Uber Binomialkoeffizienten

Es gibt eine Fille von Identitaten und Beziehungen zwischen Binomialkoeffizienten.
Einige wenige davon, die z. T. besonders einfach einzusehen sind, wollen wir hier be-
trachten und herausarbeiten.

Problemstellung 1:

Wie viele Wege fuhren vom Startpunkt S(0, 0) zum Zielpunkt P 7
Z(n, n), wenn man auf dem Gitter jeweils nur nach oben oder
nach rechts geht, also ohne Umwege?

Wie viele der Wege fuhren Uber Po, Py, P2, P3, ..., Py? T

Ldsung: B
Jeder Weg von S nach Z kann dargestellt werden als eine -
Dualkette mit n Nullen (fur Schritte nach oben) und n Ein- e LPO
sen (fur Schritte nach rechts). Der Randweg von S lber Pg

nach Z wird z. B. beschrieben durch eine Folge von n Nullen und dann n Einsen, also
z. B. 0000011111. Jeder Weg entspricht eindeutig einer solchen Dualkette und umge-

2n
kehrt. Daher gibt es genau so viele Wege wie Dualketten, also C(2n, n) = ( . j

Wie viele davon fuhren tber Po, P, P2, P3, ..., Pp ?

Wir Uberlegen jeweils wie viele von S bis P fihren und wie viele weiterflihren bis Z:
Uber Py: C(n,0)*C(n,n)  =C(n, 0)2

Uber Py: C(n, 1) *C(n, n-1) =C(n, 1)2

Uber P2: C(n, 2) *C(n, n-2) =C(n, 2)2
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Uber Py C(n,n)*C(n,0) =C(n, n)?
Zahlt man samtliche dieser Wege zusammen muss man wieder die oben ermittelte Ge-
samtzahl erhalten, es muss also gelten:

n ) ) o nn 2 2n
Y C(n,k)* =C(2n, n) oder in der tiblichen Form: > =

k=0 k=0 k n
In Worten:

Die Summe der Quadrate der Zahlen in der n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks

2n
ist gleich dem Binomialkoeffizienten [n J

Problemstellung 2:

Eine interessante Gleichung Gber Binomialkoeffizienten lasst sich durch Betrachtung
des Hassediagramms der Potenzmenge einer n-Menge gewinnen.

Beim Hassediagramm werden alle 2" Teilmengen einer n-Menge nach aufsteigender
Anzahl der Elemente angeordnet. Hierbei wird jeweils ein Pfeil aufwérts gezeichnet,
wenn eine der Mengen auf der Stufe unmittelbar darunter Teilmenge der dariber ste-
henden ist. In untenstehender Abbildung wurde das Hassediagramm fur die Teilmengen
einer Menge mit 4 Elementen gezeichnet.

Wie viele Striche enthalt das Hassediagramm der Potenzmenge einer n-Menge?

{a, b, c, d}

//\\

{a, b, d {a, c, {b, c, d}

LOsung:

Zunachst stellen wir Folgendes fest:

Auf der Stufe k, also in der Zeile mit den Teilmengen mit genau k Elementen, gehen
von jeder Teilmenge genau (n — k) Pfeile nach oben weg (warum?) und genau k Pfei-
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le kommen von unten her an (warum?). Insgesamt beginnen oder enden an jeder Teil-
menge der Stufe k also genau n Pfeile und zwar unabhéangig von k.

Nun z&hlen wir die Pfeile (Striche) auf zwei verschiedene Weisen:

e Anjederder 2" Teilmengen enden oder beginnen genau n Striche, also insge-
samt n* 2" Enden. Da jeder Pfeil (Strich) zwei Enden hat, ist die Anzahl der Striche
halb so groR, also gleich n* 2",

e Wir zahlen die Striche, die an jeder Teilmenge von unten ankommen, zeilenweise:
k=0: keiner.
k=1: n*1, denn an jeder n 1-Teilmengen kommt 1 Strich von unten an.

n n
k=2: (Zj * 2, denn an jeder der (ZJ 2-Teilmengen kommen 2 Striche an.

k=3: {nj * 3, denn ...
3

_ n n n n n nn
Insgesamt sind es also *0 + *1 + *2 + *3+...+ *n = z *k
0 1 2 3 n =\ Kk

e Da wir in beiden Féallen dieselbe Anzahl gezahlt haben gilt folgende Gleichung:

Do (1) eas 2] ze(Z] raran (D) n = $[0c = nez

Eine weitere einfache Identitat Gber Binomialkoeffizienten ist die folgende:

o S0

Der Beweis ist sehr einfach: Auf der rechten Seite erhalt man alle n-Teilmengen einer
(a+b)-Menge. Auf der linken Seite werden diese samtlichen n-Teilmengen allerdings auf
bestimmte Weise genommen: Die i ersten Elemente der Teilmenge werden aus a be-
stimmten der a + b Elemente genommen, die restlichen n — i aus den restlichen b Ele-
menten der Menge. Auf diese Weise erhalt man ebenfalls sdmtliche Teilmengen mit n
Elementen.

Wir fiigen noch einige weitere ldentitaten an, die der Leser selbst beweisen sollte:

Aufgabe 9:

Beweisen Sie die folgenden Beziehungen fur Binomialkoeffizienten:

a) C(n, k+1) =C(n, k) * rll;li Beweis durch einfaches Nachrechnen.
+

b) C(n, k) < C(n+1, k) Nachrechnen!

c) C(n,r)*C(n-r,s) = C(n,s)*C(n-s, r) = C(n, r+s) * C(r+s, r)
Hinweis: Es liege ein n-Alphabet (Verein) vor. Man wéhlt daraus eine r-Teilmenge

und eine dazu disjunkte s-Teilmenge aus. Verschiedene Auswahlverfahren erge-
ben folgende Losungen:
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A. C(n, n*C(n—-r,s) B: C(n,s)*C(n-s,7T)
C: C(n,r+s)*C(r+s,5s) D: C(n,r+s)*C(r+s,r)
d) Zn:C(i,k) = C(n+1, k+1) e) Zr:C(n,k)*C(n—k,r—k) =2"*C(n,r).
i=k k=0
f) iC(n—i,k —i) = C(n+1,k) s)) iC(m,i)*C(n,k —i) =C(m +n, k)
i=0 i=0

Wir geben einen inhaltlich leicht nachzuvollziehenden Beweis fiir die Richtigkeit der |-
dentitat g) aus der vorhergehenden Aufgabe 9: Aus eine Menge von m Frauen und n

Mannern kann man auf zwei verschiedene Weisen eine k-Teilmenge bilden. Entweder
man greift sich k Personen mit einem Griff heraus, daftr gibt es C(m + n, k) Mdglich-

keiten. Oder aber man sortiert diese Auswahlen nach der Anzahl i der dabei vorkom-
k

menden Frauen: Z C(m, i) * C(n, k —1). Man greift sich dabei zun&chst i Frauen und
i=0

dazu dann noch k — i Manner und summiert diese Anzahlen fir i von 0 bis k.

Was erhalt man firm=n=k?

Lit.-Hinweis: Praxis der Math. 11, 1969,3; S.78-79. / Elemente der Math. 22/1967/S.11
f)  Summen von Potenzen von natirlichen Zahlen:

Zum Abschluss zeigen wir noch eine Methode, wie man mit Hilfe der Binomial-
koeffizienten Summenformeln fir die Potenzen der natirlichen Zahlen gewinnen kann:

Bekanntlich gilt fir die Binomialkoeffizienten die folgende additive Rekursion:
Cin,ky=C(n-1,k+Cin-1,k-=1) bzw. Cn—-1,k-1)=C(n,k)—C(n-1,Kk)
Diese benttzen wir im folgenden konkreten Beispiel mehrfach:
Beispiel: C(5,1) =C(6,2) — C(5,2)

C(4,1) =C(5,2)-C(4,2)

C(3,1) =C(4,2) - C(3,2)

C(2,1) = C(3,2) — C(2,2)

C(5,1) +C(4,1) + C(3,1) + C(2,1) = C(6,2) —C(2,2) bzw.

C(5,1) + C(4,1) + C(3,1) + C(2,1) + C(1,1) = C(6,2)

k=n
n+1 *
Allgemein: ) C(k,1) =C(n+1,2)=1+2+3+4+ ... +n= { , j _n (r21+1)
k=0

Wir betreiben nun das gleiche Spiel mit den Koeffizienten C(r, 2).
Beispiel: C(5,2) =C(6,3) — C(5,3)

C(4,2) = C(5,3) - C(4,3)

C(3,2) = C(4,3) - C(3,3)

C(2,2) = C(3,3) —C(2,3)

C(5,2) + C(4,2) +... + C(2,2) =C(6,3)
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k=n
Allgemein: ) C(k, 2) = C(n+1, 3)

k=0
Wir verwenden diese Gleichung zu einer Folgerung tber die Summe der n ersten
Quadratzahlen:

% *[m2=n+(n-1)2-(n-1) + (N-2)2—=(N-2) +— ... + 22 -2 + 12— 1] = C(n+1, 3)

n n n n
Dk — >k =2*C(n+1,3)  damit: D> k2 =2*C(n+1,3) + > k und damit:
k=0 k=0 k=0 k=0
ikz _ (n+1)*n*(2n+1)
k=0 6
Aufgabe 10

Leiten Sie auf die dargestellte Weise eine Formel fur die Summe der n ersten Kubik-
zahlen von naturlichen Zahlen her.

Aufgabe 11:

a) Auf wie viele verschiedene Arten kann man 7 rote, 15 blaue und 8 weil3e sonst
nicht unterscheidbare Kugeln in eine Reihe legen?

b) Wie viele Mdglichkeiten gibt es, wenn alle weil3en beieinander liegen sollen?

c) Die Kugeln aus a) seien nun innerhalb jeder Farbe durchnummeriert. Wie viele ver-
schiedene Mdglichkeiten gibt es jetzt, sie in eine Reihe zu legen?

d) Wie viele Mdglichkeiten gibt es, die nach ¢) nummerierten Kugeln so in eine Reihe
zu legen, dass alle blauen nebeneinander liegen ?

e) Aus den nach a) gegebenen Kugeln wird ein Satz von 6 Stiick mit einem Griff ge-
zogen. Wie viele verschiedene Satze zu 6 Stick sind maglich?

f)  Wie wahrscheinlich ist es, nach e) einen Satz mit 5 roten und 1 weif3en Kugel zu
ziehen, wenn man aufs Geratewohl zieht?

Aufgabe 12:
Gegeben ist die Gleichung: X1+ X2+ Xz + Xg+ X5 + Xg + X7 = 20 (1)
a) Wie viele verschiedene Lésungen in naturlichen Zahlen (d. h. x; € Np) besitzt diese

Gleichung? Hinweis: Man formuliere das Problem um in ein Verteilungsproblem
von Kugeln in Schubladen.

b) Wie viele Losungen besitzt Gleichung (1), wenn die x; nur aus N (ohne die 0) sind?
c) Wie viele Losungen besitzt Gleichung (1), wenn das Gleichheitszeichen ersetzt wird
durch < . Dabei sollen die x; wie in a) aus No sein.

d) Aus den Zahlen von 1 bis 10 000 wird eine aufs Geratewohl herausgegriffen. Wie
grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie weder durch 3 noch durch 5 teilbar ist?
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1.8 Laplace-Wahrscheinlichkeiten und Binomialverteilung

a) Laplace-Wahrscheinlichkeiten

Mit Hilfe der Kombinatorik kann man in besonderen Féllen durch reines Abzé&hlen
Wabhrscheinlichkeitsaussagen machen. Diese Falle zeichnen sich dadurch aus, dass
alle moglichen Félle gleichwahrscheinlich sind. Man spricht dann von Laplace-
Experimenten bzw. von Laplace-Wahrscheinlichkeiten.

[Pierre-Simon Marquis de Laplace, 1749 - 1827, franzdsischer Mathematiker und
Astronom. Er beschéftigte sich unter anderem mit der Wahrscheinlichkeitstheorie und
mit Differentialgleichungen.]

Beispiele fir Laplace-Experimente sind das Werfen einer idealen Miinze, wobei die Er-
gebnisse ,Zahl* bzw. ,Wappen* jeweils mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p = 0,5 auf-
treten oder das Werfen eines idealen Wirfels, wobei jede der 6 moglichen Zahlen je-
weils mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p = 1/6 auftritt.

Sind alle Einzelfélle gleich wahrscheinlich, so erhalt man die Wahrscheinlichkeit eines
bestimmten Ergebnisses durch Quotientenbildung:
Anzahl der gunstigen Falle

Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses = — —
Anzahl aller méglichen Falle

Beim Wirfeln erhélt man z. B. das Ergebnis ,Quadratzahl” bei zwei der sechs mdgli-
chen Falle, namlich bei 1 und 4, den fur dieses Ereignis ,gunstigen“ Fallen, und daher
ist die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis ,Primzahl“ p = 2/6 = 1/3 = 33,3... %.

Ein weiteres mdgliches Beispiel fur Laplace-Wahrscheinlichkeiten ist das Ziehen der

Lottozahlen. Dabei hat jede der 49 Kugeln die gleiche Wahrscheinlichkeit gezogen zu
werden. Daher kann man mit kombinatorischen Uberlegungen die Chancen fiir einen
Sechser, einen Funfer, Vierer, ... im Lotto 6 aus 49 leicht berechnen.

Aufgabe 1:
a) Wie wahrscheinlich ist es, im Lotto 6 aus 49 einen Volltreffer zu landen?

b) Wie wahrscheinlich ist es, im Lotto 6 aus 49 genau 5 (4, 3, 2,1, 0) Richtige zu tip-
pen?

c) Wie wahrscheinlich ist es, im Elfertoto einen Volltreffer zu landen?

d) Wie wahrscheinlich ist es, im Elfertoto genau (10, 9, 8, 7, ...) Richtige zu tippen?

Ein Gegenbeispiel zu Laplace-Wahrscheinlichkeiten ist der Wurf mit zwei Wurfeln, wo-

bei als Ergebnis die Augensumme der beiden Wiirfel zahlt. 1121314 |5 |6
Bei diesem Experiment haben nicht alle méglichen Augen- 112131al5 |6 |7
summen 2, 3, 4,..., 12 die gleiche Wahrscheinlichkeit. Man 213lal5l6 |7 |8
kann jedoch auch dieses Experiment mit Hilfe der Kombina- [3742 5167 |8 |9
torik behandeln, wenn man es in gleichwahrscheinliche Falle 75T 1718 [9 |10
aufspaltet. Dazu betrachten wir einen roten und einen blau- [ 5T6 771819 |10 |11
en Wurfel. Jede der 36 moglichen Kombinationen der Au- 61718191011 12
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genzahlen des roten und des blauen Wiirfels sind nun gleichwahrscheinlich. Man kann
dies in Form einer Tabelle darstellen.

Man erkennt leicht, dass z. B. die Summe 7 in 6 der 36 moglichen gleichwahrscheinli-
chen Falle vorkommt, die Summe 3 dagegen nur in 2 dieser Falle. Dementsprechend
verschieden sind die Wahrscheinlichkeiten. Stellen Sie eine Tabelle mit den méglichen
Augensummen und den dazugehdrigen Wahrscheinlichkeiten auf

Aufgabe 2:

Untersuchen Sie in analoger Weise den Wurf mit drei Wirfeln und bestimmen Sie fr
jede Augenzahl die zugehérige Wahrscheinlichkeit. Zeichnen Sie ein Schaubild fir die
Wahrscheinlichkeiten der Augensummen, also fiir die Zuordnung k - W(K).

Wie vorsichtig man bei der Anwendung von Laplace-Wahrscheinlichkeiten sein muss,
zeigt das folgende drastische Beispiel: Wir betrachten als Zufallsexperiment das Abwar-
ten des nachsten Tages. Dabei gibt es fur mich insgesamt zwei Moglichkeiten: entwe-
der ich werde diesen erleben oder aber nicht. Wenn man nun mit der obigen Definition
die Wahrscheinlichkeit daftir berechnet, dass ich den néchsten Tag noch erlebe, so er-
halt man dafir den Wert 50 % und denselben Wert fir die Wahrscheinlichkeit, den
nachsten Tag nicht zu erleben. Das sind keine guten Aussichten. Der Fehler liegt darin,
dass i. Allg. diese beiden Falle — glicklicherweise — nicht gleichwahrscheinlich sind,
also kein Laplace-Fall vorliegt.

b) Bernoulli-Experimente

Wir wollen im Folgenden an zwei einfachen einfilhrenden Beispielen ein Grundschema
einer Folge von gleichen Zufallsexperimenten untersuchen, bei denen es nur darum
geht, ob ein bestimmtes Ergebnis eintritt oder nicht.

Beispiel 1:

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim n-maligen Werfen einer idealen
Minze genau k Mal ,Zahl* und damit (n —k) Mal ,Wappen* auftritt?

Wir behandeln hier den Fall n = 3.

Ein Baum veranschaulicht die moglichen 0,5 0,5
Ausgange des Versuchs in tbersichtli-

cher Weise. Jeder Ausgang kann darge- Z w
stellt werden als eine Dualkette mit 3

Stellen aus Z bzw. W. Wir erkennen,

dass z. B. der Fall k =2, also das zwei- Z 7

_ _ w w
malige Werfen von ,Zahl* in genau 3 der
8 maoglichen Falle vorkommt: /\
ZZW, ZWZ und WZZ.

Also hat der Fall ,genau 2 mal Zahl“ die
Wahrscheinlichkeit 3/8 = 0,375 = 37,5 %.
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Aufgabe 3:
a) Erganzen Sie fur den dreimaligen Munzwurf die folgende Tabelle:

k 0 1 2 3 Summe

Anzahl der gunstigen Félle
far ,k mal Zahl*

Wahrscheinlichkeit p(k)

k* p(k)

b) Welche Bedeutung haben die Zahlen in der Summenspalte?

c) Behandeln Sie in gleicher Weise die Falle fir n = 4 und 5.
[Die Falle fur n = 1 und n = 2 sind leicht im Kopf zu erledigen.]

Beispiel 2:

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim n-maligen Wurfeln mit einem idea-
len Wirfel genau k Mal eine ,Sechs” und damit (n —k) Mal , keine Sechs” er-
scheint?

Wir wollen wie im vorigen Falle wieder nur den Fall n = 3 behandeln. Der Baum sieht im
Prinzip genau so aus wie im vorigen Fall, nur sind nun die Wahrscheinlichkeiten fur
~sechs” und ,Nichtsechs” nicht gleich, sondern 1/6 bzw. 5/6. Dies ist bei der Berech-
nung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten zu beachten. Flr das Ergebnis SSN, also je
eine Sechs im ersten und zweiten Wurf und keine Sechs im dritten ist die Wahrschein-
lichkeit 1/6 * 1/6 * 5/6 = 5/216.

Aufgabe 4:

a) Zeichnen Sie den Baum fur dreimaliges Wirfeln und die Ergebnisse Sechs (S) bzw.
Nichtsechs (N). Schreiben Sie an jeden Zweig die zugehoérige Wahrscheinlichkeit.

b) Ergénzen Sie folgende Tabelle fur das dreimalige Wurfeln und die Anzahl k der da-
bei erzielten Sechsen:

k 0 1 2 3 Summe

Anzahl der gunstigen Félle
far ,k mal Sechs*

Wahrscheinlichkeit p(k)

k* p(k)

c) Welche Bedeutung haben die Zahlen in der Summenspalte?
d) Behandeln Sie in gleicher Weise die Falle firn=1, 2, 4 und 5.

c) Mittelwert und Streuung: Begriffe aus der beschreibenden Statistik

Bevor wir das allgemeine Bernoulli-Schema mit der Binomialverteilung behandeln, wol-
len wir zwei Begriffe aus der beschreibenden Statistik behandeln, die das Fundament
zum Verstandnis der Begriffe ,Erwartungswert” und ,Varianz" bzw. ,Standardabwei-
chung* einer Verteilung bilden sollen.
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In einer Schulklasse mit 20 Note x 1 2 3 2 5 5

Schulern gibt es die neben- T3 "y riokeitio)| 3 | 4 | 7 | 3 | 2 | 1 | 20

stehenden Zensuren im Fach " 0"/ riokeit h(x) | 0.15 | 0.2 | 0,35 | 0,15 | 0.1 | 0.05] 1

Mathematik: X * h(x) 015| 04 |1,05| 06 | 05 | 03 | 3
Begriinden Sie, dass man den (x-m)2 4 1 0 1 4 9
Mittelwert der Noten ausrech- (x-m)2 * h(x) 06 02| 0 |05 04 |045]| 18

nen kann als Summe der Produkte x * h(x), also als Summe der Produkte der Noten-
werte mit ihren zugehorigen relativen Haufigkeiten. Man erhalt als Mittelwert in diesem
Beispiel genau den Wert u = 3 (rotes Feld).

Als Malf3 fur die Streuung der Noten um den Mittelwert kann man die ,mittlere quadrati-
sche Abweichung vom Mittelwert* nehmen, also den Mittelwert aller quadratischen Ab-
weichungen. Dieser heildt ,Varianz“ V und ist im blauen Feld zu finden. Man erhélt fir
unser Beispiel den Wert V = 1,8. Oft gibt man als Streumal3 die Wurzel aus diesem
Wert an und bezeichnet diese Grole als ,Standardabweichung” o (im Beispiel ist

o = 1,34). Diese beiden Werte, Varianz bzw. Standardabweichung, sind ein Maf3 dafur,
wie stark die einzelnen Werte vom Mittelwert abweichen, also fur die Streuung der Da-
ten.

Aufgabe 5:

Um eine schwierig zu messende Lange maoglichst genau zu bestimmen, wird diese
madglichst oft gemessen. Dabei hat man die folgende Serie von Messwerten mit den
angegebenen absoluten Haufigkeiten erhalten. Berechnen Sie fir diese Serie von
Messwerten die relativen Haufigkeiten jedes gemessenen Wertes, den Mittelwert, die
Varianz und die Standardabweichung.

Messwert x in m 4 5 7 9 10 11 12 13 15 17 20
Abs. Haufigkeit H(x) 1 3 5 7 6 9 8 6 4 2 1

Mit dem folgenden Beispiel wollen wir verdeutlichen, warum das auf C.F. Gaul3 zurick-
gehende ,Mittel der quadratischen Abweichungen*® ein besonders gutes Malf3 fiir die
Streuung von Daten darstellt.

Bei einer Wahl haben drei Schétzer A, B und C die Prozentanteile der vier Parteien
prognostiziert. Das Wahlergebnis ist nun bekannt und es erhebt sich die Frage, wer
von den drei Schatzern die ,beste" Schatzung abgegeben hat. Dazu benétigt man ein
Mal3, mit dem man die einzelnen Schatzungen bewerten kann.

Bewerten Sie zunachst selbst die drei Schatzun-

Partei P R S
gen A, Bund C. Q
. . ) . Schatzer A 40 | 33 | 12
Welche ist Ihrer Meinung nach die ,beste” Vor- Schatzer B 3 | 34 | 10

hersage? Begrunden Sie Ihr Urteil.
Schatzer C 33 [ 36 | 12 | 10

Welche Kriterien kdnnte man zur Bewertung der

Wahlergebnis x | 38 | 35 | 12 | 10

Schétzungen anlegen?

Eine erste Idee ware es, einfach die Summe aller

einzelnen linearen Abweichungen der Schatzer Lineare Abweichungen  |Summe
zu bilden. Man erhélt dann das folgende Ergeb- x-A| -2 ] 2] 0|2 2
nis: x-B| 2 1|2 |1 6
Unbefriedigend ist, dass sich B nur deshalb so x-C| 5]-1]01]0 4
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schlecht darstellt, weil seine Abweichungen alle in der gleichen Richtung liegen und
sich nicht gegenseitig aufheben kénnen.

Um diesen Mangel zu beheben, kénnte man als . .

zweiten Versuch die Summe der Betréage aller Betrag der lin. Abweichungen Summe
linearen Abweichungen bilden. Wir erhaltendas | !X-Al| 2 | 2 | 0 | 2 6
nebenstehende Ergebnis, nach dem alle drei Ix-B1| 2 | 1] 2 1 6
Schatzer gleich gut oder schlecht abgeschnitten Ix-Cl| 51|01 0 6
hatten.

C. F. GauR hatte nun die ldee, nicht die Summe der Betradge der Abweichungen als
Streumald zu nehmen, sondern die Summe der Quadrate der Abweichungen zu bil-
den. Dies hat den Vorteil, dass diese erstens stets positiv sind und sich nicht kompen-
sieren kbnnen, dass sie zweitens sich im Gegensatz zu den Betragen rechnerisch leicht
handhaben lassen und drittens dass dadurch gro3ere Abweichungen starker ins Ge-
wicht fallen, als kleinere. So wird z. B. eine Abweichung um 5 vom wahren Wert durch
das Quadrieren zu 25 gewichtet, wahrend zwei Abweichungen um 2 und eine um 1 nur
mit dem Gesamtwert 4 + 4 + 1 =9 gewichtet werden. Starke Abweichungen erhalten
dadurch also ein gro3eres Gewicht. Man erhalt mit diesem Streumal? flir unser Beispiel
die nachstehenden Werte:

Quadratische Abweichungen |Summe Varianz V Standardabweichung o
(x - A)? 4 4 0 4 12 3 1,7
(x - B)? 4 1 4 1 10 2,5 1,6
(x-C)? 25| 1 0 0 26 6,5 2,5

Wir haben zusatzlich zur Summe aller quadratischen Abweichungen zwei weitere Spal-
ten eingefuhrt, in denen wir die ,mittlere quadratische Abweichung* oder ,Varianz*
bzw. die Standardabweichung, d. h. die Wurzel aus der Varianz, angegeben haben.
Man erkennt nun, dass C mit seinem einmaligen starken Abweichen als schlechtester
Schatzer bewertet wird, dagegen B als bester, obwohl er nirgends einen ,Volltreffer”
gelandet hat, jedoch stets nur um wenig vom wahren Wert abgewichen ist.

Dieses von C. F. Gaul eingefuhrte Streumald der ,mittleren quadratischen Abweichung"
oder ,Varianz“ hat die folgende zusatzliche wichtige Eigenschaft, die sich leicht bewei-
sen lasst:

Das arithmetische Mittel einer Serie von Werten ist derjenige Wert, flir den die
Summe der quadratischen Abweichungen —und damit auch die Varianz als mitt-
lere quadratische Abweichung — minimal ist.

Wir geben noch einmal die Definitionen von Mittelwert, Varianz und Standardabwei-
chung einer Serie von Werten xx mit ihren relativen Haufigkeiten hy an:

Mittelwert = D X h
k=1
Varianz = > (4 —mpPeh, = D oxieh — p2
k=1

k=1

\/Varianz

Standardabweichung
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d) Bernoulli-Schema und Binomialverteilung

Wir werden nun ein haufig auftretendes Modell in allgemeiner Form behandeln:

Bei einem bestimmten Zufallsexperiment interessiert man sich nur fir das Eintreten ei-
nes bestimmten Ergebnisses (Treffer, Erfolg, positiver Test, Ja, ...), das mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit p eintritt. Mit der Wahrscheinlichkeit g =1 — p hat man
dann das Ausbleiben dieses Ereignisses (Niete, Misserfolg, negativer Test, Nein, ...) zu
erwarten. Beispiele dafir sind etwa der Miunzwurf mit ,Zahl* als Erfolg, bzw. das Wr-
feln mit einer ,Sechs* als Erfolg. Weitere Beispiele sind Umfragen, medizinische Tests
u. v. a. m. Fuhrt man nun eine Serie von n gleichen Versuchen unabhangig voneinan-
der durch, so kann man die Frage stellen, mit welcher Wahrscheinlichkeit dabei genau k
mal ,Erfolg” eingetreten ist. Dieses allgemeine Schema nennt man Bernoulli-Schema.

Ein Bernoulli-Versuch (Bernoulli-Experiment) ist ein

Zufallsversuch mit genau zwei moglichen Ergebnissen, b g=1-p

wovon eines (,Erfolg“) die Wahrscheinlichkeit p und das

andere die Wahrscheinlichkeit q = 1 — p besitzt. Treffer Niete
Erfolg Misserfolg

Ein Bernoulli-Kette ist eine Abfolge mehrerer vonein-
ander unabhangiger unter gleich bleibenden Bedingungen durchgefuhrter Bernoulli-
Versuche.

Mit B(n, k, p) bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit dafrr, dass bei n-facher Durchfih-
rung eines Bernoulli-Experiments mit jeweils der Wahrscheinlichkeit p fir das Ergebnis
~Erfolg”“ genau k mal dieser ,Erfolg” eintritt. Diese Wahrscheinlichkeit wollen wir nun
allgemein berechnen.

Zeichnen wir den vollstandigen Baum fiir den n-stufigen Versuch, so gibt es 2" mdgliche
Pfade durch diesen Baum. Es gibt also 2" mdgliche Ausgange, wobei man jede solche
Kette darstellen kann als Dualkette der Lange n. Von diesen 2" Pfaden fragen wir nun
nach denjenigen, die genau k mal das Ergebnis ,Erfolg” und (n — k) mal das Ergebnis

n
.Misserfolg" haben. Das sind aber genau C(n, k) = [kj verschiedene Pfade, wobei je-

der einzelne die gleiche Wahrscheinlichkeit p* « (1 — p)™* hat. Die Wahrscheinlichkeit

B(n, k, p) erhalt man also zu B(n, k, p) = (Ejopk-(l— p)"* .

Tritt bei einem Zufallsexperiment ein bestimmtes Ergebnis (, Erfolg®) stets mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit p ein, so betragt die Wahrscheinlichkeit fir das
Auftreten von genau k Mal ,Erfolg” und (n — k) Mal , Misserfolg” bei einer Kette
von n voneinander unabhéngigen gleichen Versuchen dieser Art

B(n, k, p) = (E] Cp< e (1-p).
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Aufgabe 6: (Verwenden Sie Rechenhilfen wie EXCEL oder MAPLE; siehe unten!)

a) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, beim 6-maligen Werfen eines Wiirfels keine
Sechs zu erhalten bzw. mindestens eine Sechs zu erhalten? Wie ist es bei 10 Wir-

fen?

b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim 60-maligen Wurfeln weniger bzw.
genau bzw. mehr als 10 Sechsen auftreten? Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,

dass zwischen 8 und 12 Sechsen auftreten (8 und 12 je einschlie3lich)?

c) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim 100-maligen Werfen einer Miinze

das Ergebnis ,Zahl“ genau 50 Mal bzw. weniger als 40 Mal auftritt?

d) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim 100-maligen Werfen einer Miinze

genau 50 Mal ,Zahl* auftritt.

e) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim 100-maligen Werfen einer Miinze

das Ergebnis ,Zahl* im Bereich von 45 bis 55 Mal (je einschlief3lich) vorkommt?

Nachfolgend zeigen wir die Vorteile der Beniitzung eines Computer-Algebra-Systems
(hier MAPLE) und damit die Einfachheit der Aufgabenlésung unter Verwendung solcher

Hilfsmittel:
Zunachst definieren wir die Funktion B(n, k, p) durch eine Prozedur:
>Bin: = proc(n,k,p)

binomial(n, k) * (p~k) * ((1-p)™(n-k))

Bin := proc (n, k, p) binomial(n, k)xp”~kx(1 —p)™(n — k) end proc

end;

Nun wollen wir uns die Ergebnisse fur n = 10 und p = 0,5 berechnen lassen:

>for 1 from O to 10 do
Bin(10,1,0.5)
end;
.0009765625 . .0097656250 . .0439453125 . .1171875000 .

2050781250 . .2460937500 . .2050781250 . .1171875000 .

0439453125 . .0097656250 . .0009765625

Mit folgenden beiden Abfragen I6sen wir den Teil ¢) der Aufgabe 6:

>evalf(Bin(100, 50, 1/2));
evalf(sum("Bin(100, 1, 1/72)","1"= 0..39));

.07958923739 0.257
.01760010011

0.2q

0,151
Schlief3lich lassen wir das System noch ein
Schaubild der Wahrscheinlichkeitsverteilung 0.1]

fur den Fall n=10und p = 0,5 zeichnen:
0.5

>plot(Bin(10,k,0.5),k = 0..10);

10
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Aufgabe 7:

Fullen Sie fur ein Bernoulli-Experiment mit p = 0,5 und n = 10 die folgende Tabelle aus.
Bestimmen Sie damit den ,Mittelwert* u (hier nennt man ihn ,Erwartungswert”) sowie
die Varianz V und die Standardabweichung o.

Bestatigen Sie die Giiltigkeit folgender Beziehungen: u=n*p und o = /nep«(1-p).

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | Su

Pfadanzahl C(n, k) mit
genau k Erfolgen

B(n, k, p)

k*B(n, Kk, p)

(k=2

B(n, k, p) * (k = p)?

Mit jeder Bernoullikette erhalt man eine Verteilung von Daten (Treffern) mit ihren zuge-
horigen Wahrscheinlichkeiten. Mit diesen an Stelle der relativen Haufigkeiten von erho-
benen Daten kann man nun genau so einen Mittelwert fir die Anzahl k der auftreten-
den ,Erfolge” berechnen. Weil es sich jedoch hier meist um Prognosen handelt, wird
dieser Mittelwert fur die Anzahl k der ,Erfolge” hier ,Erwartungswert” genannt.

Die Binomialverteilung mit den Wahrscheinlichkeiten B(n, k, p) fur die Trefferan-
zahl k hat fur diese den

. Erwartungswert 1}
. Varianz

n*p und die
nN*p*(1-p) =n*p*q bzw. die

Jnep-(-p) = yn-p-q

J Standardabweichung c

Wir wollen diese beiden Behauptungen nun beweisen:
Erwartungswert der Binomialverteilung:

Bei einer Haufigkeitsverteilung hat man den Mittelwert berechnet als Summe der Pro-
dukte x * h(x) also als Summe aller Produkte der verschiedenen Werte und ihrer zuge-
horigen relativen Haufigkeiten. Die Rolle der letzteren ibernehmen bei Wahrscheinlich-
keitsverteilungen die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten:

Erwartungswert =E(k) = u = Zk-B(n,k, p) =Zk°(m°pk°(1— p)"
k=0 k=1

Wir ersetzen den Binomialkoeffizienten durch seine multiplikative Rekursion und klam-
mern dann den allen Gliedern gemeinsamen Faktor (n * p) aus:

E(k) =Nnep .Z(n 1}, pk_1°(1— p)(n—l)—(k—l) =n.p .Z(rj. ps.(l_ p)r—s -
k-1 s=0\ S

In der zweiten Summe haben wir die Variablen ersetzt: k—1 =s und n—1=r. Die

Summe lauft dann stattvonk =1 bisnvons=0bisn—-1=r.

Nun erkennt man, dass die zweite Summe in der oben stehenden Zeile den Wert 1 er-

gibt, denn sie ist die nach dem Binomischen Lehrsatz entwickelte Summe fir den Aus-

druck (p +q)'=1"= 1. Damit ist die Behauptung E=p=n « p bewiesen.
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Varianz der Binomialverteilung:

Analog zum Verfahren bei den Haufigkeitsverteilungen erhalt man die Varianz als mitt-
lere quadratische Abweichung durch die Summe aller Produkte der Abweichungsquad-
rate mit ihren zugehorigen Wahrscheinlichkeiten. Wir zeigen zunachst einen allgemei-
nen Zusammenhang zwischen Varianz V und Erwartungswert E. Dabei soll der folgen-
de Querstrich stets Mittelwertbildung tber alle méglichen Werte andeuten, also z. B.

x = E(x). Damit erhalten wir:

V(X) = (x—E)2=x2—2Ex+ E2=x2—2Ex+E2=x2—E2,

Man erhélt die Varianz von x, indem man vom Erwartungswert x2 = E(x2) fur die

Quadrate der x-Werte das Quadrat x2= E(x)2 = 12 des Erwartungswerts der
x-Werte subtrahiert: V(x) = E(x3) — E(x)2

Da wir E(k) = E = u = ne«p fir die Binomialverteilung bereits kennen, gentgt es, den
Erwartungswert fur die Quadrate k2 zu berechnen:

E(k?) = > k2B(n,k, p) = nep- Zn:k-(n_lJ

n n-1
. kfl. n-k - k —l 1 . . k,]_. n-k
3 DK g [P =P kZ:;,[( )+1] (k_lj p“teq

S n _1 S ~(n-1)-s S n _1 S ~(n-1)-s
=np ()] P + 1o ;P )=np((n-1)-p +1).
s=0 s=0

Damit erhalten wir die Varianz von k zu
V(k) =E(K?) —E()?=np s (np—p+1)—(p)*=np(1-p) =npg=n-p-q
und damit die Standardabweichung o = \/nepeq =/nep+(1- p) .

Aufgabe 8:

a) Ein Weinproduzent setzt seinem Wein ein Konservierungsmittel zu. Nun will er tes-
ten, ob die Kunden diesen Zusatz schmecken. Dazu lasst er 30 Testpersonen je-
weils drei Proben kosten, wobei eine das Konservierungsmittel enthalt, die beiden
anderen nicht. Von den 30 Personen erkennen 15 die richtige Probe. Wie grol3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass bei blindem Raten mindestens 15 Personen richtig ra-
ten? Welchen Schluss muss er daher ziehen?

b) Bei der Produktion eines billigen Bauteils entsteht 5% Ausschuss. Wie grol3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Produktion von 1000 Stiick mindestens 100 de-
fekt sind?

c) Wie viele Bauteile gemanR b) missen produziert werden, damit mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 50% mindestens ein defektes Teil dabei ist?

d) Ein Test besteht aus 20 Prifungsfragen, die nur mit ,richtig” oder ,falsch* beantwor-
tet werden kdnnen. Man hat bestanden, wenn man mindestens 12 Fragen richtig
beantwortet hat. Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht jemand den Test, der seine
Fragen durch Munzwurf beantwortet, ohne die Fragen tberhaupt zu lesen?
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Im nachstehenden EXCEL-Arbeitsblatt haben wir die Binomialfunktion tabelliert. Man
kann damit durch Vorgabe der Werte n und p jede beliebige Binomialverteilung tabellie-
ren und graphisch darstellen lassen:

Binomialverteilung B(n, k, p)

n= 10 p= 0,50 p= 5
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | Summe
B(n,k,p) 0,001|0,010|0,044|0,117|0,205|0,246|0,205|0,117|0,044|0,010|0,001| 1,000

K
k * B(n,k,p) 0,000/0,010/0,088/0,352|0,820|1,230| 1,230 0,820|0,352|0,088|0,010| 5,000

(u-k)*2 * B(n,k,p) |0,024/0,156|0,396|0,469 | 0,205|0,000/|0,205|0,469|0,396|0,156|0,024| 2,500
Summe B(n, <k, p) |0,001]0,011|0,055/0,172]0,377]0,623|0,828|0,945|0,989{0,999|1,000

Binomialverteilung n=10, p=0,5

0,300
0,250
= 0.200
= 0,150
0,100
0,050
0,000 4

e) Ausblick auf die Normalverteilung

Viele Erscheinungen in unserer Umwelt sind Zufallsprozesse, die von vielen verschie-
denen Faktoren abhangen. Das Wachstum einer Pflanze etwa wird von den Bodenver-
haltnissen, vom Diinger, von der Witterung, der Wasserzufuhr, von der Belichtung u. v.
a. m. beeinflusst. Diese vielen voneinander unabhangigen Einflisse fuhren dazu, dass
die Ergebnisse (z. B. das Gewicht einer Kartoffelknolle) gemaf3 der Gauf3’'schen Nor-
malverteilung symmetrisch um einen bestimmten Mittelwert streuen. Wir zeigen dies
modellhaft, indem wir fir die Augensumme beim Wirfeln mit 1, 2, 3, 4 bzw. 5 Wiirfeln
die Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnen. Das nachstehende EXCEL-Blatt zeigt: Mit
zunehmender Zahl der beteiligten Einflisse (Wirfel) ndhert sich die Verteilung der Au-
gensummen immer mehr der bekannten Glockenkurve der Gaul3schen Normalvertei-
lung.
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160

140

120

100

&80

&0

40

20

Wirfeln mit einem Wirfel:{1|2| 3|4 |5 | 6
112|111 | 1| 6
\Wirfeln mit zwei Wirfeln:|2{3{ 4|56 | 7| 8 | 9 |10|11 |12
112|3|4|5| 6 | 5|4 |3 |2]|1]|36
\Wiirfeln mit drei Wurfeln: |3|4|5|6|7| 8 | 9 |{10|11|12|13|14|15|16|17 |18
1|3|6|10|15|21 | 25|27 |27 |25|21|15|10| 6 | 3 | 1 (216
\Wirfeln mit vier Wiirfeln: (4|56 |7 (8| 9 |10|11 |12 (13|14 |15|16 |17 (18 |19|20 |21 |22 |23 |24
1|14|10|20|35| 56 | 80 |104|125|140|146|140({125|104|80 |56 |35|20 |10 | 4 | 1 |1296
\Wrfeln mit funf Wrfeln: |5|/6|7 (8910|1112 (13|14 |15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25| 26 |27(28|29|30
1|5|15|35|70|126|205|305|420|540|651|735|780|780|735|651|540|420|305|205|126| 70 |35|15|5 |1 |7776
1 Wiirfel 2 Wiirfel 3 Wiirfel
1,2 7 30
1 & 25
0.8 - = 20
0,6 1 T 15
: 5
0,4 - 5 10 4
0,2 1 1 c
04 0 0 -
o2 3 4 5 B 12 3 4 5 6 7 &8 9 1011 12 3 4567 8 910111213 141515
4 Wiirfel 5 Wiirfel
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FUr grof3e Werte von n néahert sich die Binomialverteilung der so genannten Normalver-
teilung an. Diese hat mit dem Mittelwert (Erwartungswert) p=n*p und der Standard-

abweichung o = 4/nep+(1- p) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die der folgenden
Gleichung folgt und das nachstehende Schaubild ergibt:

Gaulische Normalverteilung mit Mittelwert n und Standardabweichung o:

ey L (X p)?
y—f(x)—a.\/ﬁ uxp( oa j

1 r 0.4 und sie hat

o2 o
0,24

1 :
woxp(—3) = 0,61y, ==
o

Diese Kurve hat ein Maximum bei x; =p und y; =

Wendepunkte bei xo3=p+o und yp3=

1
o\ 2T

Im nebenstehenden Schaubild sind drei Nor-
malverteilungen mit jeweils gleichem Mittel-
wert u =0 jedoch verschiedenen Standard-
abweichungen o =1 (rot), o =2 (blau) und
o = 3 (grun) dargestellt. Man erkennt an die-
sen Kurven sehr schon die Auswirkung der
verschiedenen Streumalie.

Eine beliebige normalverteilte ZufallsgréRe x mit Mittelwert p und Standardabwei-
chung o, kann durch folgende Koordinatentransformation u:= XZH standardisiert
O

werden zur Standard-Normalverteilung (Gaul3verteilung) mit u=0und o = 1.

Diese Standard-Normalverteilung hat die auf der folgenden Seite tbersichtlich darge-
stellten Eigenschaften:

Mit 68% Wabhrscheinlichkeit liegen die Werte im Bereich p— o bis p+ o und nur ein
geringer Prozentsatz liegt auf3erhalb dieses Bereichs. Nur noch knapp 5 % der Werte
liegen aul3erhalb des Intervalls zwischen p—2c bis pu+ 26 und nur noch 0,3% liegen
aulRerhalb des 3o-Bereichs um den Mittelwert p.

Folgende Standardwerte fir p und o sind Ublich:
Intelligenzquotienten: p = 100 c =15

PISA-Studie: p = 500 c = 100

Nur jeweils 2,3 % aller Menschen haben daher z. B. Intelligenzquotienten von unter 70
bzw. Gber 130.
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Eigenschaften der Standard-Normalverteilung

n.z-:
n_1—:
68,3 %
«—9540% —>
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1.9

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Vermischte Aufgaben zu Kapitel 1 bis 8.

Wie viele Letternsatze mit 6 Lettern kann man aus den 26 Buchstaben des Alpha-
bets bilden? Die Lettern kénnen durchaus gleiche Buchstaben sein.

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, zwischen n verschiedenen Telefon-
anschlissen eine Zweierverbindung herzustellen?

Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, aus den 26 Buchstaben des Alpha-
bets Worter der Lange 6 zu bilden, bei denen sich kein Buchstabe wiederholt?

Wie viele verschiedene Maoglichkeiten gibt es, eine Tippreihe im Elfertoto auszuful-
len?

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, aus n verschiedenen Punkten drei
beliebige herauszugreifen?

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, mit den neun Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 und 9 vierstellige Autonummern zu vergeben? (Hinweis: Warum wurde hier die
0 weggelassen?).

Wie viele verschiedene sechsstellige Zahlen ohne Ziffernwiederholung kann man
aus den 9 Ziffern 1, 2, 3 ... 9 bilden?

Auf wie viele verschiedene Weisen kann man 7 gleiche Kugeln in 5 verschiedene
Schubladen verteilen? Die Schubladen kénnen durchaus leer sein oder mehrere
Kugeln enthalten.

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, mit den beiden Bin&rziffern O und 1
Dualketten (das sind Zeichenketten, bei denen auch flihrende Nullen vorkommen
durfen) mit genau drei Stellen aufzuschreiben? Verallgemeinern sie die Antwort auf
beliebige Stellenzahl k.

Wie viele verschiedene injektive Funktionen (was bedeutet das?) aus einer endli-
chen Menge A in eine endliche Menge B gibt es?
Wie viele verschiedene injektive Funktionen aus A in sich selbst gibt es?

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, in einem n-Eck vier Ecken fir ein Viereck auszu-
wahlen?

Wie viele Mdglichkeiten fur eine Tippreihe im Elfertoto gibt es, wenn man nur die
Zahl der Nullen, Einsen und Zweien, nicht aber ihre spezielle Lage berlcksichtigt?

Aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln werden unter Notieren s Stiick gezo-
gen, wobei jede gezogene Kugel nicht mehr zuriickgelegt wird. Wie viele verschie-
dene Mdoglichkeiten gibt es?

Wie viele verschiedene Woérter (auch sinnlose) mit finf Buchstaben kann man aus
den 26 Buchstaben des deutschen Alphabets bilden?

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, aus einem Stapel von 32 Skatkarten
a) die beiden verdeckten Karten b) die 10 Karten fur einen Spieler
auszuwahlen?

Ein Kind hat blaue, rote, gelbe und griine Murmeln zur Verfiigung. Wie viele ver-
schiedene Auswahlen von 6 Murmeln sind méglich?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln werden ohne Notieren der Reihenfolge
aber unter jeweiligem Zurlcklegen der gezogenen Kugel s Stiick gezogen. Wie vie-
le verschiedene Mdoglichkeiten gibt es?

Wie viele verschiedene Abbildungen einer Menge A mit a Elementen in eine Menge
B mit b Elementen gibt es?

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, aus den 26 Buchstaben des Alphabets einen Satz
von funf Lieblingslettern auszuwahlen?

An einem Turnier nehmen 7 verschiedene Mannschaften teil. Es werden drei ver-
schiedene Preise vergeben (Gold, Silber, Bronze). Wie viele verschiedene Méglich-
keiten gibt es fur die Preisvergabe?

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln s Stiick
mit einem Griff (also ungeordnet und ohne Zurticklegen) herauszugreifen?

An vier Schuler werden drei Preise (Sport, Kunst, Musik) vergeben. Wie viele M6g-
lichkeiten gibt es, wenn kein Schuler mehrere Preise erhalten darf?

Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, eine Wahrheitstafel fir zwei Variab-
len mit den Wahrheitswerten w oder f auszufillen?

Eine Urne enthalt vier Sorten zu je 10 Kugeln. Man zieht 6 mit einem Griff. Wie vie-
le verschiedene Ergebnisse kann dieses Experiment haben?

Gegeben sind Letternsétze fir die 26 Buchstaben des Alphabets (z. B. in der
Schuldruckerei). Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Haufen von 10 Lettern aus-
zuwahlen? (Reihenfolge spielt keine Rolle - daher ,Haufen“-, und Wiederholung
gleicher Buchstaben ist mdglich).

Auf wie viele verschiedene Weisen kann man n Zahlen auf die Platze 1 bis n vertei-
len (jede Zahl auf genau einen Platz)? Wie viele verschiedene Permutationen einer
n-Menge gibt es?

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, aus einer n-Menge eine s-Teilmenge herauszugrei-
fen?

Wie viele verschiedene Relationen aus einer Menge A mit a Elementen in eine
Menge B mit b Elementen gibt es?

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln unter
Notieren der Reihenfolge und mit Zurticklegen der jeweils gezogenen Kugel s Stlick
zu ziehen?

7 Briefe sollen in 7 adressierte Kuverts gesteckt werden. Wie viele Mdglichkeiten
der Zuordnung gibt es? Wie viele davon sind korrekt, d. h. jeder Adressat erhalt den
fur ihn bestimmten Brief?

Wie viele Zickzackwege nach rechts und nach oben langs Gitterlinien im Koordina-
tensystem gibt es vom Punkt P(2; 3) zum Punkt Q(7; 7)?

10 Spatzen lassen sich auf den 5 Hausern einer Siedlung nieder. Wie viele ver-
schiedene Verteilungen sind moglich? (Die Spatzen sind nicht unterscheidbar).

Auf Dominosteinen sind beidseits Augenzahlen von 1 bis 6 markiert. Es kbnnen
auch beidseitig gleiche Augenzahlen vorkommen. Wie viele verschiedene Domino-
steine gibt es?

Von einer Menge M mit n Elementen kann man eine Teilemenge T mit k Elementen
(k < n) festlegen, indem man von jedem der n Elemente die Entscheidung ja oder
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

nein trifft, also ob es in die Teilmenge T aufgenommen wird oder nicht. Wie viele
verschiedene Teilmengen besitzt also eine Menge mit n Elementen?

Auf Achims Schreibtisch liegen 4 verschiedene Gegenstande verstreut. Aufs Gera-
tewohl legt er jeden Gegenstand in eine von 6 Ubereinander liegenden Schubladen
seines Schreibtischs, jeweils nur einen in eine Schublade. Wie viele verschiedene
“aufgeraumte Zustande” sind moglich?

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, aus einem Satz von 49 Ziffern 6 auszuwahlen (Lot-
to)?

Eine Minze wird sechsmal nacheinander geworfen. Wie viele verschiedene Ausfal-
le kann es geben, wenn W fur Wappen bzw. Z fur Zahl notiert wird (Reihenfolge!)?
Wie viele der moglichen Ausfélle enthalten genau viermal Wappen, wie viele genau
dreimal Zahl?

In einem Landkreis besteht eine Autonummer aus dem bei allen gleichen Ortskr-
zel (z. B. LB oder S) und einer Kombination aus zwei Buchstaben und vier Ziffern
(keine 0 am Anfang). Wie viele verschiedene Autonummern kann der Landkreis
vergeben?

Ein Gehweg wird mit rechteckigen Platten gepflastert, | | | _{ H |
die doppelt so lang wie breit sind. Eine L&nge von drei
Plattenbreiten kann auf drei verschiedene Arten gepflastert werden.

Wie viele verschiedene Pflasterungen gibt es fur die Lange 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10?

Ein milder Lehrer macht Noten auf folgende Weise:
Er wirft drei Wurfel gleichzeitig und nimmt die kleinste gezeigte Zahl als Note.
Wie wahrscheinlich ist es, eine 1 bzw. eine 6 zu bekommen?

Kinder bauen Turme aus Steckwdrfeln in drei verschiedenen Farben. Von jeder
Farbe sind beliebig viele Wiirfel vorratig. Wie viele verschiedene Tirme kann man
bauen mit

a) Hohe 3 aus zwei verschiedenen Farben?
b) Ho6he 4 mit drei (zwei) verschiedenen Farben?
c) Ho6he 4 mit genau zwei roten Wirfeln?
d) Ho6he 4 mit genau drei roten Wirfeln?
e) Stellen sie selbst Aufgaben mit héheren Turmen.
Wabhlen Sie f Farben, Hohe h und Bedingungen nach Belieben!

Bei einer Party stof3t jeder mit jedem einmal an.
Wie viele Gaste waren anwesend, wenn insgesamt 253 Mal die Glaser erklangen?

Bei einer Wahl kann man seine s Stimmen auf k verschiedene Kandidaten vertei-
len. Auf wie viele verschiedene Weisen ist dies mdglich, wenn man beliebig kumu-
lieren darf? Wie, wenn man nicht kumulieren darf?

Wie viele verschiedene ,Worter* kann man mit den folgenden Buchstabensétzen
bilden, wenn man jeweils alle Buchstaben verwendet?

a) NIHILISMUS b) CITLALTEPETL

c) POPOCATEPETL d) RIFIFI

Eine Menge M hat n Elemente.

a) Wie viele verschiedene Abbildungen von M in die Menge {0, 1} gibt es?

b) Wie viele verschiedene Teilmengen besitzt M? Was hat dies mit a) zu tun?
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46.

47.

48.

49.

c) Wie viele Abbildungen von M in sich selbst gibt es?
Wie viele davon sind injektiv?

d) Wie viele Elemente besitzt die Menge MxM ?
Wie viele Teilmengen besitzt Mx M?

e) Wie viele verschiedene Relationen gibt es in M?
Wie viele davon besitzen 1, 2, 3, ... k Paare?

f) Wie viele der Relationen aus e) sind reflexiv, wie viele sind symmetrisch, wie
viele sind reflexiv und symmetrisch?

g) Wie viele Verknipfungen gibt es in M? Wie viele davon sind kommutativ?

Eine Munze wird n mal hintereinander geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat
man dabei genau k mal das Ergebnis “Zahl” zu erwarten? Wahlen Sie selbst kon-
krete Zahlenbeispiele.

Drei Preise werden an funf Kinder verteilt. Welche kombinatorischen Fragestellun-
gen koénnen sich aus dieser Situation ergeben? Prazisieren Sie diese und beant-
worten Sie die Fragen im Einzelnen.

Es sei M eine Menge mit n Elementen und pot M die Potenzmenge von M, also die

Menge aller Teilmengen. Fir (pot M; <) wird ein Hassediagramm gezeichnet.

a) Fuhren Sie dies fur n =2, 3 und 4 durch. (Teilmengen gleicher Elementeanzahl
in einer Zeile).

b) Geben Sie fur jedes M jeweils die Teilermenge T(X) einer natirlichen Zahl x an,
die ein zu (pot M; <) isomorphes Hasssediagramm fur (T(x); | ) besitzt.

c) Wie viele Pfeile landen in a) auf jeder k-Teilmenge und wie viele gehen von ihr
aus?

d) Wie viele Striche enthélt das Hassediagramm der Potenzmenge einer n-
Menge?

Gegeben sind 6 Schachteln mit 6 verschiedenen Sorten von Pralinen. In jeder
Schachtel liegen 8 Pralinen der gleichen Sorte, aber in verschiedenen Schachteln
sind die Sorten verschieden. Auf wie viele verschiedene Weisen kann man diese 48
Pralinen an 5 Personen verteilen? Dabei kann auch eine Person alle Pralinen er-
halten.
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1.10 Hinweise und Losungen zu den Aufgaben

10.

11.

12.

13.

14.

15.

31 31
6 Kugeln und 25 Trennstriche: [25} = (6) =736 281.

Anzahl der 2-Teilmengen einer n-Menge:

n *(n-1
(2} = w =(n-1) + (n-2) + (n-3) + ... + 2 + 1 (Dies sollte man sich merken!)

26
26*25*24*23*22*21:2—OI =165 765 600

Bei jedem Spiel hat man drei Méglichkeiten, also insgesamt 3= 177 147.

n
Anzahl moglicher 3-Teilmengen einer n-Menge: (?J

An jeder der 4 Stellen kann jede der 9 Ziffern stehen, also 9*.

Nullen sollten weggelassen werden, weil fihrende Nullen nicht vorkommen dirfen.
Wie grol3 ware die Anzahl, wenn Nullen zugelassen werden, aber nicht als fuhren-
de Nullen?

Fur die erste Stelle stehen 9 Ziffern zur Verfigung. Fir die jeweils nachste Stelle

I
steht immer eine Ziffer weniger zur Verfigung, also 9*8*7*...*4 = % =60 480.

11
Es sind 7 gleiche Kugeln (Nullen) durch 4 Trennstriche zu unterteilen: (4) = 330.

An jeder Stelle kann man 0 oder 1 notieren, also 2% bzw. 2X Méglichkeiten.

Es seien n bzw. s die Elementeanzahlen von A bzw. B, d. h. IAl=n und IBI =s.
Zum ersten Element von A kann man s mdgliche Bilder wahlen, zum zweiten nur
noch (s-1), zum dritten (s-2) usf. Insgesamt gibt es also

S*(s-1) * ... *(s-n+l) =

injektive Funktionen von A in B.

s!
(s—n)!
Auswahl von 4-Teilmengen aus einer n-Menge: [2)

Man hat 11 Gutscheine fur drei Sorten (0, 1 und 2). Damit kann man nach dem Ku-
gel-Trennstrich-Modell insgesamt (12?’} = 78 Auswabhlen treffen.

n!
(n—s)!

n*(n-1)*(n-2)* ... * (n-s+1) =
26° =11 881376

a) [**| = 496 b) [3?] = 64 512 240
2 10
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

6 Kugeln (Gutscheine) sind auf vier Sorten zu verteilen: @ = 84.

Die gezogenen s Kugeln sind auf n Sorten zu verteilen: (n +SS_1J = (n:tlj

Man kann fur jedes der a Elemente von A b verschiedene Bilder aus B auswahlen
(Baumdiagramm), daher gibt es bei diesem Versuch in a Stufen genau b® ver-
schiedene Ergebnisse.

Wenn es um Lieblingslettern geht, so sind dies wohl verschiedene Buchstaben und
nicht ein Haufen von 5 gleichen. Daher ist jede 5-Teilmenge der gesamten Alpha-

betmenge eine Ldsung. Es gibt davon aber (2:} =65 780.

Gold kann an 7, Silber nur noch an 6, Bronze an 5 Mannschaften gehen: 210.

Anzahl der s-Teilmengen einer n-Menge: (:)

Sportpreis kann an 4, Kunstpreis an 3 und Musikpreis an 2 Schiler gehen: 24.

W = {w, f} ist die Menge der Wahrheitswerte fir Aussagen (,wahr* oder ,falsch®).
Man kann VerknUpfungen von Wahrheitswerten definieren, z. B. ,und® bzw. ,oder*:
p oder q ist genau dann falsch, wenn sowohl p als auch q falsch sind, also wahr,
wenn mindestens eines der beiden wahr ist. Man schreibt pv g (lies: p oder q)

p und g ist genau dann wahr, wenn sowohl p als auch g wabhr ist, also falsch, wenn
mindestens eines der beiden falsch ist. Man schreibt p A q (lies p und g).

Dieser Sachverhalt wird in einer Wahrheitswertetafel dargestellt:

P Q [PvQ[PAQ[PoQ
w [ w [ w ] w
W F W F
F w | w F
F F F F

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, eine Verknipfung durch eine Spalte analog v bzw.
A auszufillen? Wie sieht z. B. die Spalte fur ,entweder p oder g aus?

6 Kugeln und drei Trennstriche: @j = 84.

10 Kugeln (Gutscheine) und 25 Trennstriche: E;’j = 183 579 396.

Es gibt n! verschiedene Permutationen einer n-Menge.

n

S
Relationen aus einer Menge A in eine Menge B kann man extensional durch Auf-
zahlung aller ihrer Paare (a, b) € A x B darstellen. Jede solche Relation ist also ei-

ne Teilmenge von A x B. Es gibt also genau so viele Relationen aus A in B wie es
Teilmengen von gibt. A x B besitzt a* b Elemente, also 2*® Teilmengen.
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29.
30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.
39.

40.

nS
Es gibt 7! =5 040 Mdoglichkeiten und nur eine davon ist korrekt. Steckt man die
Briefe daher wahllos in die Kuverts, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle richtig

zugeordnet sind nur % =0,000198412 ~ 0,2 Promille.

Die Wege entsprechen Dualketten der Lange 9 mit 5 bzw. mit 4 Einsen: (Z] = 126.

Nach der Kugel-Trennstrich-Methode: 10 Kugeln mit 4 Trennstrichen: [Tj =1001.

Bei jedem Dominostein werden 2 Ziffern aus 6 moglichen ausgewahlt, ohne Be-
ricksichtigung der Reihenfolge mit Méglichkeit zur Wiederholung:

2 Kugeln und 5 Trennstriche: [g = 21 mogliche Dominosteine.

2n
6*5*4*3 =360

[‘fj - 13983 816

. 6 _ 6
Genau viermal Wappen enthalten 4 = 15, genau dreimal Zahl 3 = 20.

26*26*9*10*10*10 =6 0840 000
Tabelle durch systematisches Probieren:

Lange n |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8

Anzahl a(n)|1 |2 |3 |5 |8 |13 |21 |34
Die a(n) verschiedenen Pflasterungen der Lange n beginnen entweder mit zwei
langs gelegten Platten — und den a(n-2) verschiedenen nachfolgenden Pflas-
terungen der Ladnge n-2 oder aber mit einer quer gelegten Einzelplatte D und
den nachfolgenden a(n-1) verschiedenen Pflasterungen der Lange n-1.

Es gilt also a(n) = a(n-2) + a(n-1) und das ist die definierende Gleichung der Fibo-
naccifolge.

Es gibt insgesamt 63 verschiedene Ausfalle. 53 davon enthalten keine Eins, alle
anderen enthalten eine 1. Wahrscheinlichkeit fur ,eine 1* w = (63 - 53) / 63 =
42,1%.

Fur eine 6 mussen alle drei Wurfel die 6 zeigen: w = 6-3 = 0,0046 = 0,46 %

41. a) h=3; f=2; Eine Farbe kommt einmal eine zweite zweimal vor. Auswahl der ers-

ten Farbe: 3 Moglichkeiten. Platzauswahl dieser Farbe: 3 Mdglichkeiten. Aus-
wabhl der zweiten Farbe: 2 Méglichkeiten. Gesamtanzahl 18.

b) h=4;{=3:
Eine Farbe kommt doppelt vor:3 Mdglichkeiten. Platzauswabhl fir diese Farbe: 6
Moglichkeiten. Wahl der nachsten Farbe: 2 Moglichkeiten. Gesamtzahl also 36
Maglichkeiten.
h=4; f=2:
Es gibt zwei Turmtypen, entweder 311 (3 Wurfel Farbel 1 Wiurfel Farbe2) oder
212 (je zwei Wurfel von beiden Farben).
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Typ 1: Farbauswahl: 3. Platzauswahl dafir: 4. Zweite Farbe: 2. Gesamt: 24.
Typ 2: Farbauswahlen: 3. Zwei Platze fur Farbe 1: 6. Gesamt: 18.
Man hat also in diesem Falle 42 Mdglichkeiten.
c) Platzauswabhl fur die beiden roten: 6. Restbelegung: 4. Gesamt: 24.

42.
43.

44.

45.

d) Platzauswahl fur die drei roten: 4. Restbelegung: 2. Gesamt: 8 Falle.
n*(n-1) /2 = 253 ergibt n * (n-1) = 506, also n = 23.
Man muss s Kugeln auf n verschiedene Schubladen verteilen, wobei Haufung mog-

s+n-1
lich ist (Kugel-Trennstrich-Modell): [ i ] .

a)

b)

d)

a)
b)

f)

S

Man sucht zunéchst 3 aus 10 Platzen fur die drei ,|I“, dann 2 aus 7 restlichen
Platzen fur die zwei ,S*, dann 1 aus den 5 restlichen fur N, 4 fur H, 3 fur L, 2 flr

10 7
M und schliel3lich einen fur U. Ergebnis: ( 3} * (ZJ *5*4*3*2*1 =302 400.

12 9 6 !
* * *4*3*2*1:L:6652800
3 3 2 3% 31 21
12 7 !
s [T] % [2)wguong= 12 _ 9979000
3 2 2 2 1% 21% 21% 2|

6 3 |
* *1= 6! =60
3 2 31* 21

Jede Abbildung ist eine Dualkette der Lange n, also gibt es genau 2n.

Genau so viele wie in a); Hinweis: charakteristische Funktion einer Teilmenge.

Jede Abbildung ist ein Wort der Lange n tber einem Alphabet mit n Buchsta-
ben, also gibt es n" verschiedene Abbildungen von M in sich. Bei den injekti-
ven Abbildungen ist Wiederholung von Bildelementen unzul&assig, daher gibt es
nur n! verschiedene injektive Abbildungen von M in sich.

IMxM| =n? ; |pot (MxM)| =2 ™™

Jede Relation in M ist eine Paarmenge, also eine Teilmenge von MxM.
Davon gibt es aber genau 2 ™™ .

_ ) n*n n*n n*n
Mit 1, 2, 3, .. Paaren gibt es ( 1 ] ( ] ( ]

2 3

Wir betrachten die Ankreuztabelle: a1l | a2 | a3 an

Bei einer reflexiven Relation stehen in der

Hauptdiagonale Uberall Kreuze. Bei allen al X

anderen n®—n=n*n-1) Feldern hatman a2 X

die Wahl anzukreuzen oder nicht. Also gibt

es 2 "™ Moglichkeiten. a3 X

Bei einer symmetrischen Relation kann bei

den Feldern in der und rechts oberhalb der an X
Hauptdiagonale (oder aber links unterhalb)
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46.

47.

48.

49.

9)

frei entschieden werden, ob man Ankreuzen will oder nicht. Die anderen Felder
sind dadurch eindeutig bestimmt. Das sind n*(n+1)/2 Felder, daher gibt es
2 05D symmetrische Relationen in M.

Bei den reflexiven und symmetrischen Relationen kann man nur tber die
n*(n-1)/2 Felder rechts oberhalb der Hauptdiagonale entscheiden, die anderen
sind dann vollstandig bestimmt. Daher gibt es genau 2 > symmetrische
und reflexive Relationen in M.

Es gibt insgesamt n™ mégliche Verkniipfungstafeln.
Davon sind n" ™2 solche von kommutativen Verkniipfungen.

n
(k] der insgesamt 2" Falle haben genau k mal das Ergebnis Zahl.

a)

b)

c)

d)

Weder 3 Preise noch 5 Kinder unterscheidbar. Keine Haufung méglich. Dann
gibt es nur den einzigen Fall 11111, d. h. von 3 Kindern erhélt jedes einen
einzigen Preis.

Preise und Kinder nicht unterscheidbar, Haufung maoglich: Es gibt 3 Falle: 1
Kind erhélt alle 3 Preise; entsprechend 211 und 1111 1.

Kinder unterscheidbar, Preise nicht unterscheidbar, keine Haufung:Es gibt so

5
viele Moglichkeiten, wie man 3 aus 5 Kindern auswahlen kann, also ( J: 10.

Kinder unterscheidbar, Preise nicht, Haufung maoglich: 3 Preise in 5 Schubladen

;
(Kugel-Trennstrich-Methode) also (3) = 35 Mdglichkeiten.

Kinder und Preise unterscheidbar, keine Haufung maoglich: 5 * 4 * 3 = 60 Mgkt.
Kinder und Preise unterscheidbar, Haufung mdglich: 5 * 5 * 5 = 125 Moglk.

Fur n = 3 siehe Text .
n=2:z.B.T(6); n=3:z.B.T(30); n=4:z. B.T(210).

Von unten landen jeweils k, nach oben gehen jeweils n-k weg. Insgesamt en-
den also an jeder Teilmenge genau n Striche des Hassediagramms.

Da es 2" Teilmengen gibt, an jeder dieser n Striche enden und jeder Strich 2
Enden hat, gibt es insgesamt n*2™Y Striche im Hassediagramm der Potenz-
menge einer n-Menge.

Wir verteilen zuerst die 8 Pralinen der ersten Schachtel. Daflr gibt es nach dem
Kugel-Trennstrich-Modell C(11, 3) = C(11, 8) verschiedene Mdglichkeiten. Zu jeder
dieser Mdglichkeiten kann man die zweite Schachtel auf ebenso viele verschiedene
Weisen verteilen, ebenso die dritte, vierte ... Schachtel.

Man erhalt C(11, 3)® = 20 179 187 015 625 ~ 2 * 10'® verschiedene Mdglichkeiten.
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2. Partitionen
2.1 Geordnete Zahlpartitionen

Die Problemstellung in diesem Kapitel ist relativ einfach:
Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, eine natirliche Zahl n als Summe von
naturlichen Zahlen darzustellen, d. h. sie in Summanden zu zerlegen?

Je nachdem, ob die Reihenfolge der Summanden dabei berlcksichtigt wird oder nicht,
spricht man von geordneten bzw. ungeordneten Zahlpartitionen oder Zahlzerlegungen.

Fragestellung:

Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, eine natlrliche Zahl n in genau r
Summanden zu zerlegen, wobei die Reihenfolge der Summanden zu beachten ist
(geordnete Zahlpartitionen)?

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, das den Sachverhalt verdeutlichen soll und
erste Einsichten liefern wird.

Wir bestimmen alle geordneten Partitionen der Zahl 5in genau 3 Summanden:
1+1+3 1+2+2 1+3+1 2+1+2 2+2+1 3+1+1
Man erkennt leicht, dass es genau diese 6 verschiedenen 3-Partitionen von 5 gibt.

Aufgabe 1:

Schreiben Sie alle Partitionen der Zahln=5 inr=1, 2, 3, 4,5 Summanden auf und
bestimmen Sie jeweils die Anzahl der verschiedenen r-Partitionen von 5.

Welche Vermutung drangt sich angesichts der Ergebnisse auf?

Die Ergebnisse der Aufgabe 1 lassen vermuten, dass die geordneten Zahlpartitionen
von 5 mit den Binomialkoeffizienten C(n, k) mit n =4 zusammenhangen. Dies ist
leicht einzusehen, wenn wir eine grafische Veranschaulichung der Partitionen mit Hilfe
des Kugel-Trennstrich-Modells wahlen:

Die 3-Partition von 5 mit den Summanden 1+2+2 kann z. B. auf folgende Weise als Du-
alkette dargestellt werden: O 1 OO | OO.

Anschaulich gesprochen missen wir die 5 Kugeln, welche die Zahl 5 reprasentieren,
mit Hilfe von 2 Trennstrichen auf 3 Schubladen, die drei Summanden, verteilen.

Allerdings kommen nicht alle méglichen Dualketten mit 2 Einsen und 5 Nullen in Frage,
denn z. B. die Dualkette | OO O | O O stellt keine 3-Partition (d. h. eine Zerlegung in
drei Summanden) von 5 dar, weil die erste Schublade leer ist, der erste Summand also
fehlt. Wir missen daher dafiir sorgen, dass keine Schublade leer bleibt, also keiner der
Summanden 0 wird. Dies kann leicht geschehen, indem wir vorab in jede Schublade
eine Kugel legen und nur die restlichen Kugeln dann beliebig nach dem Kugel-
Trennstrich-Modell verteilen. In unserem Falle bleiben 2 Kugeln zur Verteilung auf 3

4
Schubladen ubrig, wofir es C(4, 2) = [2} = 6 verschiedene Mdéglichkeiten gibt, wie wir

eingangs bereits festgestellt haben.
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Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die Anzahl der geordneten r-Partitionen der nattrlichen Zahl n mit Hil-
fe des Kugel-Trennstrich-Modells fur folgende Wertepaare (n, r):

a) (6,1 b) (6,2 ¢ (63 d (64 e (65 f (66
g) Wie viele verschiedene geordnete Partitionen von n = 6 gibt es insgesamt?

Es ist nun sehr einfach, die Anzahl der geordneten r-Partitionen von n allgemein zu er-
mitteln:

Wir Uberlegen uns die Loésungen der Gleichung X3+ X2 + ... + X, =n in nichtnegativen
ganzen Zahlen. Wir kdnnen uns dies so vorstellen, dass wir n Kugeln (die n Einer, aus
denen die Zahl n besteht) in r verschiedene Schubladen (die Variablen x; bis x;) vertei-
len. Mit dem Kugel-Trennstrich-Modell gibt es daftr genau C(n +r—1, r—1) L6sun-
gen. Allerdings kdnnen dabei auch Schubladen leer bleiben, und dies wollen wir hier
vermeiden, denn wir wollen ja r echte von 0 verschiedene Summanden. Wir sorgen
daflr, indem wir vorab r der n Kugeln verteilen, und zwar in jede der r Schubladen
genau 1 Kugel. Damit bleibt mit Sicherheit keine Schublade leer. Die restlichen n—r
Kugeln verteilen wir wie Ublich in die r Schubladen nach dem Kugel-Trennstrich-
Modell: Mit n—r Kugeln und r—1 Trennstrichen gibt es daher Dualketten der Lange
n—r+(r—1)=n-1 mitgenau r — 1 Einsen (Trennstrichen).

Ergebnis:

Die Anzahl der geordneten Zahlpartitionen der Zahl n in genau r verschiedene

n-1
Summanden ist gleich C(h-1,r-1)= (r J

4
Wir Uberprufen unser Ergebnis am oben notierten Beispiel firn =5und r = 3: (2} = 6.

Aufgabe 3:

a) Bestimmen Sie die Anzahl der sdmtlichen mdglichen geordneten r-Partitionen der
Zahl 10 fur r=1 bisr=10.

b) Wie viele mogliche geordnete Partitionen lasst die Zahl 10 insgesamt zu?

Ein alternativer L6sungsweg fir die Anzahl der geordneten Zahlpartitionen:

Wir wollen nun einen zweiten Weg zur Berechnung der Anzahl der geordneten r-
Partitionen der Zahl n beschreiten, der einer viel benltzten typischen Denkweise der
Kombinatorik folgt. Wir haben diese Methode schon einmal verwendet, und zwar bei der
alternativen Berechnung der Anzahl der ungeordneten k-Stichproben aus n mit mégli-
cher Wiederholung (siehe Schlussteil von 1.6):

Motto: »Ein Trick, den man zwei mal verwendet, ist eine Methode®. (G. Polya).
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Als Beispiel wahlen wir die samtlichen geordneten Zahlpartitionen der Zahl 10 mit 4
Summanden. In der linken Spalte der folgenden Tabelle notieren wir diese in lexikogra-
fischer Reihenfolge. In der rechten Spalte konstruieren wir zu jeder dieser Partitionen
eine 3-Teilmenge aus der Menge T ={1, 2, 3, ..., 9}. Dann weisen wir nach, dass diese
Zuordnung eine Bijektion ist, dass es also in beiden Spalten gleich viele verschiedene
Moglichkeiten gibt.

Geordnete 4-Partitionen der Zahl 10 3-Teilmengen aus T ={1, 2, 3, ..., 9}
(a1, @z, as, as) (@1, a1 + @z, a1 + a + as)
1,1,1,7 1,2,3
1,1,2,6 1,2, 4
1,1,3,5 1,2,5
1,2,3,4 1,3,6
7,1,1,1 7,8,9

Zu jeder 4-Partition von 10 in der linken Spalte existiert eindeutig eine 3-Teilmenge der
Menge T in der rechten Spalte und umgekehrt. Also liegt eine Bijektion vor. Die Anzahl
aller 3-Teilmengen der Menge T kennen wir jedoch, ndmlich C(9, 3). Damit haben wir

erneut die Anzahl aller geordneten k-Partitionen der Zahl n zu C(n — 1, k — 1) bestimmt.

Aufgabe 5:

a) Zahlen Sie die samtlichen 2-Teilmengen der 5-Menge T ={1, 2, 3, 4, 5} in lexiko-
grafischer Reihenfolge in einer Spalte (rechte Spalte im obigen Beispiel) auf.

b) Ordnen Sie jeder dieser 2-Teilmengen ihre geordnete 3-Partition von 6 (linke Spal-
te im obigen Beispiel) zu und bestimmen Sie damit die Anzahl aller geordneten 3-
Partitionen der Zahl 6.

c) Bestimmen Sie auf die angegebene Weise die Anzahl der geordneten 5-Partitionen
der Zahl 10.

d) Warum kann man in der rechten Spalte im oben dargestellten Beispiel auf die Auf-
zahlung der vierten Summe a; + a, +as + a4 verzichten?

Auch bei den Beispielen der Aufgabe 5 erkennt man:

Jeder Partition auf der linken Seite entspricht eindeutig eine Teilmenge auf der rechten
Seite und umgekehrt. Diese Einsicht ist Gbertragbar auf den Allgemeinfall.

Damit haben wir folgendes Ergebnis:

Die Anzahl der méglichen geordneten Zahlpartitionen der naturlichen Zahl n in r
Summanden ist gleich der Anzahl der verschiedenen (r — 1)-Teilmengen einer

-1
(n — 1)-Menge, also gleich C(n-1,r-1)= (r: 1}.
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Aufgabe 6:
a) Bestimmen Sie im Einzelnen die samtlichen geordneten Zahlpartitionen der Zahl 7.

b) Sortieren Sie diese nach der Anzahl der Summanden. Bestatigen Sie die hergelei-
tete Formel zur Berechnung der geordneten r-Partitionen von n.

c) Bestimmen Sie die Anzahl samtlicher geordneter Partitionen der Zahl 7.

Aufgabe 7:
a) Ermitteln Sie die Anzahl aller moglichen geordneten Zahlpartitionen fir die nattrli-
chen Zahlenn=2, 3,4,5,6,7,8,9, 10 und 20.

b) Kann man eine Berechnungsformel fiir die sdmtlichen geordneten Zahlpartitionen
der naturlichen Zahl n angeben?

Aufgabe 8:

20 gleiche Bonbons werden an 5 Kinder A, B, C, D und E verteilt. Wie viele verschiede-
ne Mdglichkeiten gibt es, wenn Kinder auch leer ausgehen kdnnen, bzw. wenn kein
Kind leer ausgehen darf, bzw. wenn jedes Kind mindestens drei Bonbons erhalt?
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2.2 Ungeordnete Zahlpartitionen

Im Gegensatz zu den geordneten Partitionen spielt bei den ungeordneten die Reihen-
folge der Summanden keine Rolle. Die Anzahl der verschiedenen ungeordneten Zahl-
partitionen ist also geringer als die der geordneten. Haufig werden die ungeordneten

Zahlpartitionen einfach als ,Zahlpartitionen” ohne den Zusatz ungeordnet bezeichnet.

a) Ungeordnete Zahlpartitionen von n mit genau r Summanden

Wir bezeichnen die Anzahl der ungeordneten r-Partitionen von n wie tblich mit dem
Symbol P(n, r). In der Literatur werden die ungeordneten Zahlpartitionen haufig einfach
als ,Zahlpartitionen* bezeichnet, da sich die geordneten Zahlpartitionen wie in 2.1 ge-
zeigt sehr einfach mit Binomialkoeffizienten behandeln lassen und deshalb keiner eige-
nen Symbolik bedtrfen.

Zunachst beginnen wir wieder mit einem einfachen Beispiel:

Wir bestimmen alle (ungeordneten) Partitionen von n =10 mit genau r =4 Summan-
den:

10 =7+1+1+1 = 6+2+1+1 = 5+3+1+1 =5+2+2+1 =4+4+1+1
= 4+3+2+1 = 4+2+2+2 = 3+3+3+1 = 3+3+2+2

Man erhélt genau P(10, 4) =9 solcher Partitionen.

Aufgabe 1:

a) Bestimmen Sie die Anzahl aller (ungeordneten) Zahlpartitionen furn=1, 2, 3,4, 5
und 6 geordnet nach der Anzahl r der Summanden, indem Sie alle einzeln auf-
zahlen.

b) Stellen Sie eine Ubersichtliche Tabelle fir die erhaltenen Werte P(n, r) auf.

Das Ergebnis der Aufgabe 1 liefert uns keinen Anhaltspunkt fir eine Berechnungsfor-
mel fur die Anzahl P(n, r). In der Tat kennt man keine direkte Berechnungsmaglichkeit
fur diese Anzahlen und muss sich daher mit rekursiven Berechnungen zufrieden geben.
Diese wollen wir nun entwickeln.

Rekursive Bestimmung der Werte flr die Zahlpartitionen P(n, r):
Zunachst wollen wir die ,Randwerte” fiir P(n, r) durch einfach Uberlegungen bestimmen:

Aufgabe 2:
Begriinden Sie die Richtigkeit folgender Angaben:
ayP(n,1)=1 b) P(n,n) =1 c)P(n,n-1)=1 dP(n,n-2)=2

e)P(n,r)=0furr>n f)P(n, 2) = % falls n gerade g) P(n, 2) = nT—l falls n ungera-
de.
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Zur Ermittlung einer Rekursionsformel betrachten wir zuerst ein konkretes Zahlenbei-
spiel, namlich die samtlichen 4-Partitionen der Zahl 10.

Diese zerlegen wir in zwei Klassen:

¢ Die Menge A enthalte die Partitionen, bei denen die Zahl 1 als Summand auftritt:
1+1+1+7 1+1+2+6 1+1+3+5 1+1+4+4
1+2+2+5 1+2+3+4 1+3+3+3
Streicht man bei jeder dieser Partitionen die erste auftretende 1 weg, so bleiben die
samtlichen 3-Partitionen der Zahl 9 tbrig, und deren Anzahl ist P(9, 3)=7.

¢ Die Menge B enthalte die Partitionen, bei denen die 1 nicht als Summand auftritt:
2+2+2+4 2+2+3+3
Subtrahieren wir bei allen diesen Partitionen von jedem Summanden eine 1, so er-
halten wir die sdmtlichen 4-Partitionen der Zahl 10 — 4 = 6. Da kein Summand mit

dem Wert 1 auftritt, geht bei der Subtraktion von 1 kein einziger Summand verloren
und es bleiben deren 4. Die Anzahl der 4-Partitionen von 6 ist jedoch P(6, 4) = 2.

e Da die 4-Partitionen von 10 entweder zur Menge A oder zur Menge B gehoren, er-
gibt die Summe der Anzahlen von A und von B die Anzahl samtlicher dieser Partitio-
nen Wir erhalten daher die folgende Rekursion:  P(10, 4) = P(9, 3) + P(6, 2).

Aufgabe 3:

Ermitteln Sie auf die soeben angegebene Weise die Anzahl P(7, 4) rekursiv aus be-
reits bekannten Werten (siehe Aufgabe 1).

Diesen an den vorhergehenden Beispielen aufgezeigten Gedanken kann man verall-
gemeinern auf die samtlichen r-Partitionen der Zahl n:

Wir zerlegen die sdmtlichen r-Partitionen von n in zwei Klassen:
e Die Menge A enthalt all die Partitionen, bei denen die 1 als Summand auftritt.

Streichen wir diesen Summanden 1 beim erstmaligen Auftreten, - er kdnnte ja
durchaus mehrmals auftreten - dann erhalten wir eine eindeutig bestimmte Partition
von n—1 in r—1 Summanden.

Umgekehrt liefert uns jede Partition von n—1in r—1 Summanden durch Hinzufu-
gen eines Summanden 1 eindeutig eine r-Partition von n.

Also hat die Menge A genau P(n-1,r—-1) Elemente.

e Die Menge B enthalt alle Partitionen, die keinen Summanden 1 enthalten.

Bei diesen Partitionen subtrahieren wir von jedem Summanden 1 und erhalten die
samtlichen Partitionen von n—r mit genau r Summanden.

Umgekehrt ergibt jede Partition von n—r mit genau r Summanden durch Vergro-
Bern jedes Summanden um 1 eine Partition von n in r Summanden, wobei kein
Summand eine 1 ist. Die Zuordnung ist also eindeutig und es gibt daher von der
Sorte B genau P(n —r, r) Stlck.

e Zusammengefasst erhalten wir also folgende Rekursionsformel fur die Partitionen
der Zahl n mit genau r Summanden:

P(n,r) = Ph-1,r-1) + P(n—-r,r) (1)

[Hinweis: Die Idee zu dieser Rekursion verdanke ich meiner Studentin Heidi Umstetter]
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Aufgabe 4:

Setzen Sie die in Aufgabe 1 b) begonnene Tabelle fir die Werte P(n, r) mit Hilfe der
gewonnenen Rekursion (1) und der Randwerte um mindestens drei Zeilen fort.

Wir geben noch eine zweite Mdglichkeit an, wie man zu einer Rekursion fur die Zahlen
P(n, r) kommen kann gemaf der folgenden Idee:

Wir denken uns die samtlichen r-Partitionen von n aufgezahlt. Nun subtrahieren wir von
jedem der r Summanden eine 1. Dabei verschwinden natirlich alle Summanden 1. Ub-
rig bleiben jeweils alle Partitionen von n —r, und zwar nicht nur die mit r, sondern auch
diemit r—1,r—2,...,1 bzw. 0 Summanden. Daher gilt folgende Rekursion:

P(n,r) = Pn-r,0)+Pn-r,1)+P(n=r,2)+P(n-r,3)+...+P(n—r,T1) (2)

Jede der beiden Rekursionen zusammen mit den Randwerten ermoglicht die Berech-
nung der Werte flr die Funktion P(n, r). Man gelangt zu dieser Rekursion auch durch
fortgesetzte Anwendung der Rekursion (1) auf den ersten Summanden.

Aufgabe 5:

a) Setzen Sie die Tabelle der P(n, r) aus Aufgabe 4 a) bzw. 1 b) mit Hilfe der Rekursi-
on (2) und der Randwerte um mindestens zwei weitere Zeilen fort.

b) Warum ist es sinnvoll zusétzlich P(0,0) := 1 durch Definition festzusetzen?

Wir fassen unser Ergebnis tUber die Anzahl der r-Partitionen von n zusammen:

Fur die Anzahl P(n, r) der ungeordneten Partitionen der nattrlichen Zahl n in
genau r Summanden gelten folgende Beziehungen:

a) Randwerte: P(n,1)=P(n,n)=P(n,n-1)=1
P(n, 2) = % falls n gerade
n-1
— falls n ungerade
P(n,0)=0 fallsn>0
b) Definition: P(0,0):=1
c) Rekursionsformeln:
P(n,r) = Ph-1,r-1) + P(n-r,r) (1)

P(n, r) Ph-r,0)+Pn-r,1)+P(n-r,2)+P(n-r,3)+...+P(n—-r,71) (2)
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Wir zeigen, wie man mit Hilfe dieser Definition die Werte von P(n, r) rekursiv durch ein
einfaches Programm berechnen lassen kann und stellen dazu eine MAPLE-Prozedur

gemal der Rekursion (2) auf. Nachfolgend wurde damit eine Tabelle erzeugt.

> P:= proc(n,s);

it s > n then 0;
elif s = n then 1;
elif s = 1 then 1;
elif s =0 and n = 0 then 1;
elif s = 0 and n > 0 then O;

else sum(*"P(n-s, 1)°,"1"=0..5);
end if;

end proc;
>P(10,5);
7
Aufgabe 6:
a) Stellen Sie in MAPLE oder mit einem anderen Computerprogramm ein Programm

zur Berechnung von P(n, r) mit Hilfe der Rekursion (1) auf.

b) Berechnen Sie die Werte von P(n, r) fir n = 1 bis 20 und stellen Sie eine Tabelle
auf.
c) Zeigen Sie die Ubereinstimmung Ihrer Ergebnisse mit der nachfolgenden Tabelle.
A |B|C|D|E|F|G|H]I J| K| L|M|N|O]|P Q
1 "™ 12|34 |5 |6 |7 |8]9|10|11|12| 13| 14| 15| "SUM"
2 1 i,0j0|0}j0O0]jO0O|O|O|JO0O]O|O]O]O|O0O]O 1
3 2 i410|0}j0]O0O|O0O|O|O0O]O|O]O]O|O0O]O 2
4 3 i41j1|0}0|j0|0O0|OJO0O]O|O]O]O|O0]O 3
5 4 1421|1000} O|0O0]O|O]O]O|O0]O 5
6 5 1422|1100 0OJ0]O|O]O]O|O0]O 7
7 6 1433|211 (0|0|0]O0O|O0O]O0O]O0O|O0]O 11
8 7 1/3(4|3}2|1(1(]010]0|0]O0O]O0O|O0]O 15
9 8 114553211, 0]0|0]0]O0O|O0]O 22
10 9 1147653211 ]0|0]0]0|0]O 30
127 10 (1|58 |9 |7 |5|3|2|1|1|]0|0]0]O0]|0O 42
12 11 | 151101110} 7 | 5| 3] 2 1 1100 07]O0 56
13| 12 | 1|6|12|15,13|11|7 |5 |3 2|1 |1]0]|]0}|0 77
14 13 | 1|6 |14|18| 18| 14| 11| 7 | 5| 3 | 2 1 11010 101
15 | 14 | 1|7|16|23,23]20|15(11|7 |5 |3 |2|1]1|0 135
16 15 | 171192713026 21| 15| 11| 7 | 5| 3 | 2 1 1 176
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Die Gesamtzahl aller Zahlpartitionen der Zahl n haben wir in der vorstehenden Tabelle
als Summe uber die einzelnen Summandenzahlen gewonnen. Es gibt noch eine aul3er-
ordentlich interessante Rekursionsformel fur die Anzahl p(n) samtlicher ungeordneten
Zahlpartitionen der Zahl n, die eine zahlentheoretische Funktion ins Spiel bringt. Wir
geben diese Rekursion ohne weitere Begriindung an:

Mit der Setzung p(0) := 1 und dem Randwert p(1) = 1 und mit Hilfe der Summe s(n)
samtlicher natirlicher Teiler der Zahl n gilt folgende Formel:

p(n) = %-(s(l)-p(n—1>+s(2)-p(n ~2)+...+5(n)-p(0)) =%-is(i)~p(n -i)

Fir diese Formel erstellen wir eine MAPLE-Prozedur zur Berechnung der p(n) unter
Benltzung der bei MAPLE im Packet Zahlentheorie eingebauten Teilersummenfunktion
o (sigma). Selbstverstandlich hat MAPLE im Kombinatorikpaket bereits eine eingebaute
Funktion fur p(n) — sie heil3t numbpart.

>with(combinat) ; Laden des Packets fir Kombinatorik
[ Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition , conjpart, decodepart,

encodepart, fibonacci, firstpart, graycode, inttovec, lastpart, multinomial , nextpart,
numbcomb , numbcomp , numbpart , numbperm, partition , permute, powerset,
prevpart, randcomb , randpart, randperm, stirlingl, stirling2, subsets, vectoint ]

>with(numtheory); Laden des Packets fiir Zahlentheorie
[Glgcd, bigomega , cfrac, cfracpol, cyclotomic, divisors, factorEQ, factorset, fermat, ]

imagunit, index, integral_basis , invcfrac, invphi, issgrfree, jacobi, kronecker, &,
legendre, mcombine, mersenne, minkowski , mipolys, mlog, mobius, mroot, msqrt,
nearestp, nthconver, nthdenom , nthnumer, nthpow, order, pdexpand , ¢, =,
pprimroot, primroot, quadres, rootsunity , safeprime, o, sg2factor, sum2sqr, t, thue

Zunéchst schreiben wir eine Prozedur, die zur Zahl n und zur gegebenen Liste [p(0),
p(1), ..., p(n-1)] gemaf obiger Rekursion den nachsten Wert p(n) bestimmt

> zahlpart _n:=proc(n, liste); Die Liste enthilt die n Elemente p(0), p(1), ..., p(n-1)
s:=0; Die Prozedur berechnet zur Liste der p(n) von 0 bis n-1 das nachste p(n)

for 1 from 1 to n do

s:= s + sigma(i)*liste[-1]

end do;
s/n Nun wird der berechnete Wert ausgegeben
end proc;

zahlpart_n := proc (n, liste)
local s, i;

s:=0;for ito ndo s:=s+ o(i)xliste[-i] enddo ;s/n
end proc

> zahlpart_n(4,[1,1,2,3]);

> zahlpart_n(5,[1,1,2,3,5]);
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Wir benitzen nun diese Prozedur, um die anfanglich nur aus p(0) bestehende Liste
Schritt fur Schritt iterativ mit dem nachsten Wert zu erganzen:

> zahlpart:=proc(n); Die Prozedur setzt die Anfangsliste jeweils iterativ fort bis p(n)
Pliste:=[1]; Anfanglich ist nur p(0) in der Liste
for 1 from 1 to n do Schritt fur Schritt wird ein p(i) berechnet und der Liste angefiigt
Pliste:=[op(Pliste),zahlpart_n(i,Pliste)]
end do;
Pliste; Nun wird die Liste ausgegeben
end proc;

zahlpart := proc (n)

local Pliste, i;
Pliste :=[1];
for ito ndo Pliste := [op(Pliste), zahlpart_n(i, Pliste )] end do ; end proc
Pliste[-1]

> zahlpart(25);
[1,1,2,3,5,7,11,15,22, 30, 42,56, 77,101, 135, 176, 231, 297, 385, 490, 627, 792,

1002, 1255, 1575, 1958 ]

> numbpart(25);
1958

Wir erkennen, dass die eingebaute Funktion numbpart ebenso wie unsere gemal der
angegebenen Rekursion definierte den Wert p(25) = 1958 ergibt.
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2.3  Mengenpartitionen (Klasseneinteilungen von Mengen)

Eine einfache auch im taglichen Leben haufig vorkommende Aufgabe besteht darin,
eine gewisse Anzahl n von verschiedenen Objekten in eine bestimmte Anzahl s von
Haufen (Schubladen, Klassen) aufzuteilen. Es kénnten z. B. alle Gegenstande auf dem
Schreibtisch wahllos in die Schubladen des Schreibtischs verteilt werden. Die Studie-
renden eines Seminars konnten sich zu verschiedenen Lerngruppen organisieren. Es
konnte sein, dass jemand seine Sammlung von Briefmarken in verschiedene Rubriken
sortiert u. v. a. m. Wir wollen in diesem Kapitel untersuchen, wie viele verschiedene
Maoglichkeiten es fir diese Aufgabe gibt.

a) Mengenpartitionen mit beliebiger Klassenanzahl

Problemstellung:

Gegeben ist eine endliche Menge mit n verschiedenen Elementen. Wie viele ver-
schiedene Mdglichkeiten gibt es, diese Menge mit n Elementen in Klassen einzu-
teilen, d. h. die n Elemente irgendwie in Schubladen zu legen, von denen keine
leer sein soll. Wir wollen diese Anzahl B(n) nennen.

Eine anschauliche Vorstellung gibt das folgende Bild:

Menge M mit 13 Elementen M eingeteilt in vier Klassen

1. Schritt:  Wir verschaffen uns einen Einblick bei einfachen Verhaltnissen:

n=1: Ganz offenbar gibt es nur eine einzige Moéglichkeit: B(1) = 1.

n=2: Man ermittelt leicht B(2) = 2.
n=3: Durch Ausprobieren erhalt man: B(3) =5.
Im Detail erhalt man fur M={a, b, c} die folgenden mdglichen Zerlegungen:
al blg; al bc; b 1 ac; c |l ab; abc
n=4: Nun versuchen wir nach den verschiedenen Typen abzuzé&hlen
4-Typ: 1 Moglichkeit
3-1-Typ: 4 Mdoglichkeiten
2-2-Typ: 3 Mdglichkeiten

2-1-1-Typ: 6 Mdoglichkeiten
1-1-1-1-Typ: 1 Mdglichkeit
Summe = 15 Mdglichkeiten, also ist B(4) = 15.
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2. Schritt:
Was passiert, wenn wir ein weiteres Element e zu M ={a, b, c, d} dazunehmen?

Wir unterscheiden Falle und untersuchen die Anzahl der sich in jedem Fall ergebenden
Moglichkeiten:

Neues Element allein fur sich in einer Klasse: B(4) mdgliche Einteilungen.

Neues Element mit 1 anderen in einer Klasse: 4 * B(3) mdgliche Einteilungen.
Neues Element mit 2 anderen in einer Klasse: C(4,2) * B(2) mdgliche Einteilungen.
Neues Element mit 3 anderen in einer Klasse: C(4,3) * B(1) mdgliche Einteilungen.
Neues Element mit 4 anderen in einer Klasse: 1 mdgliche Einteilung.

Setzen wir B(0):=1 definitorisch fest, dann ergibt sich:
B(5) = C(4,0)*B(4) +C(4,1) *B(3) + C(4,2) * B(2) + C(4,3) * B(1) + C(4,4) * B(0)

B(5) = iC(4,i)*B(i) Man beachte: C(n,i)=C(n,n—1)

3. Schritt: Verallgemeinerung:

Aufgabe 1:

a) Fuhren Sie die angegebene Strategie zur Berechnung der Anzahl B(5) der Klas-
seneinteilungen einer Menge mit n =5 Elementen durch.

b) Welchen Wert hat die Zahl B(5)? Ermitteln Sie auf dieselbe Weise B(6).

Die hier dargestellte Strategie lasst sich verallgemeinern und fuhrt zu folgendem Resul-
tat:

Eine Menge mit n Elementen lasst sich auf B(n) verschiedene Weisen in Klassen
einteilen. Fur die Anzahl B(n) gilt:

1 firn=0
B(n) = 1 furn=1
aifn-1
Z[ i j*B(i) sonst (1)
i=0

Wir wollen sehen, wie sich die Anzahlen B(n) numerisch entwickeln und sie nun auch
explizit berechnen. Zu diesem Zweck werden wir fur die obige Funktion ein rekursives
Berechnungsprogramm gemal3 der angegebenen Definition schreiben und die Ergeb-
nisse berechnen lassen. Wir verwenden wieder MAPLE:
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MAPLE-Prozedur zur rekursiven Berechnung von B(n) gemanR der Rekursion (1):

>B:=proc(n); Eine Prozedur B mit der Variablen n wird definiert.
it n=0 then 1; Wenn n = 0 ist, dann ist B(n) = 1
elif n=1 then 1; Wenn n = 1ist, dann ist B(n) = 1

else sum("binomial(n-1,1)* B(i)","1" = 0..n-1) sonstistB(n)=...s.0....
end if;
end proc;

B := proc (n)
if n= 0 then 1
elif n = 1 then 1

else  sum ( 'binomial (n, i)xB(i),'i'= 0. n- 1)
end if
end proc
>B(10);
115975
Ergebnisse:
n 0|1|2|3|4]|5 6 7 8 9 10 11 12

Bn){ 1| 1|2 |5]|15| 52| 203|877 |4140 |21147|115975|678570|4213597

Hinweise:
1. Die Zahlen B(n) heil3en in der Literatur Bell’sche Zahlen.
2. Die Zerlegungen einer Menge in Klassen werden Ublicherweise als Mengen-

partitionen bezeichnet.

Die Anzahl aller Mengenpartitionen einer n-Menge ist die Bell’sche Zahl B(n).

Mit den Anfangswerten B(0) = B(1) = 1 errechnen sich die Bell’schen Zahlen re-
kursiv nach folgender Formel:

B(n+1) = iC(n,i)*B(i) - im*s(i) 2

Aufgabe 2:

a) Max ist ein unordentlicher Junge. Nun soll er mal wieder sein Zimmer aufraumen.
Dazu wirft er seine ,Siebensachen” einfach in bereitgestellte Schachteln. Wie viele
maogliche ,aufgerdumte Zustande* konnen auftreten?

Zusatz: Wie viele Zustande sind mdglich, wenn er alles in drei Schachteln wirft?
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b) Ein Vertreter besitzt 5 verschiedene begehrte Werbegeschenke. Er will diese fir
seine Kunden als Prasente zusammenstellen. Wie viele verschiedene Einteilungen
sind moglich?

Wie viele verschiedene Aufteilungen in drei Prasente konnte er vornehmen?

a) Ein Bauunternehmer hat 7 Beschaftigte. Wie viele Mdglichkeiten gibt es, die 7 Be-
schaftigten in Bautrupps aufzuteilen?

b) Zusatz: Der Bauunternehmer will 4 Baustellen bedienen. Wie viele Mdglichkeiten
gibt es, aus den 7 Beschaftigten 4 Bautrupps zusammenzustellen?

Aufgabe 3:

Fur gro3ere Werte von n ist das angegebene rekursive Programm zur Berechnung
von B(n) relativ langsam. Erstellen Sie ein schnelleres iteratives Programm zur Be-
rechnung der Bell-Zahlen B(n), indem Sie die B(n) auflisten.

Iteratives Programm zur Berechnung der Bell-Zahlen B(n):

Fur die zuletzt genannte Aufgabe soll hier eine LOsung angeboten werden. Die Idee,
die wir dabei verfolgen ist, dass die einmal berechneten B(n) in einer Liste aufnotiert
und aus dieser jederzeit wieder abgerufen werden kénnen.

Wir werden als erstes ein Programm schreiben, nach dem man aus einer gegebenen
Liste der Werte von B(i) fur i=1 bis i=n-1 die genannte Summe und damit den
nachsten Wert B(n) errechnen kann, z. B. mit der Liste [1, 2, 5, 15] soll B(5) berech-
net werden. Diesen Wert bezeichnen wir als ,nextB*.

Hinweis: Weil MAPLE die Elemente einer Liste beginnend mit 1 nummeriert, lassen wir
den Wert fur B(0) weg und berticksichtigen diesen besonders.

>nextB = proc(liste)
local su,n,i; su, n und i werden als lokale Variable deklariert (kann entfallen)
su:=1; n:=nops(liste); suwird auf 1 (fiir B(0)), n auf die Elementezahl der Liste gesetzt

for 1 from 1 to n do fur i von 1 bis n tue:

su:= su + binomial(n,1)*liste[i]; bilde die Summe C(n,i)*B(i)
end do;
end proc;

nextB := proc (liste)
local su,n,i;

su:= 1;n:=nops(liste); for i to n do su := su + binomial (n, i)xliste[i] end do
end proc

>nextB([1,2,5,15]);
52

Nun kénnen wir leicht ein sehr schnelles iteratives Programm fir die Berechnung der
Bell-Zahlen B(n) aufstellen:
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>Bellit:=proc(n)
local 1, liste; liste:=[1]; Am Anfang wird liste = [1] gesetzt.

for 1 from 1 to (n-1) do
liste:= [op(liste), nextB(liste)]; DerListe wird nextB als weiteres Element

angefigt.
end do; liste; Die ergénzte Liste wird ausgegeben
end proc;
Bellit := proc (n)
local i, liste;
liste := [1]; for i to n — 1 do liste := [op(liste), nextB(liste)] end do ; liste
end proc

>Bellit(15);
[1,2, 5,15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, 678570, 4213597, 27644437, 190899322,
1382958545

Man erkennt an diesen Beispielen, dass die Anzahl der Klasseneinteilungen einer Men-
ge sehr rasch ansteigt.

Den Beispielen — und damit dem behandelten Problem der Mengenpartitionen — liegt
das folgende gemeinsame allgemeine Schema zu Grunde:

Gegeben sind n unterscheidbare Dinge, die Elemente einer n-Menge.
Auf wie viele Weisen ist es moglich, diese n verschiedenen Dinge in nicht unter-
scheidbare Schachteln (Klassen) zu verteilen, von denen keine leer bleiben darf?

b) Mengenpartitionen mit vorgegebener Klassenanzahl

Wir werden nun die Anzahl der Klassen vorschreiben und folgende Fragestellung ver-
folgen:

Partitionen einer n-Mengein r verschiedene Partitionen:

Wie viele Moglichkeiten gibt es, eine Menge von n verschiedenen Objekten in
genau r nicht unterscheidbare (disjunkte und nichtleere) Klassen einzuteilen?

Wir wollen diese Anzahl mit S(n, r) bezeichnen.
Hinweis: In der Literatur heiRen die Zahlen S(n, r) die Stirling-Zahlen 2. Art.

Zunachst einmal kdnnen wir einen Zusammenhang zwischen den Bell-Zahlen und den
Stirling-Zahlen 2. Art formulieren, der sofort aus der Definition folgt. Begriinden Sie die-
se Beziehung durch eine einfache Uberlegung:
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B(n) = iS(n,r) (3)

Wir beginnen mit einigen einfachen Sonderfallen der Berechnung von S(n, r), den
Randwerten:

Man erkennt unmittelbar: S(n,1) = S(h,n) =1 fdrallen>1.
Ferner ist offenbar S(n, r) =0 far alle r >n.

Wir kdnnen auch die Anzahl S(n, 2) berechnen:

Eine n-Menge besitzt bekanntlich 2" Teilmengen. Jedes Paar gebildet aus einer Teil-
menge und der zugehdrigen Komplementmenge stellt eine Zerlegung von M in zwei
Klassen dar. Fur unsere Zwecke fallt dabei das Paar mit der leeren und der vollen Men-
ge M weg (warum?). Von den 2"-2 Ubrigen Teilmengen beschreibt je ein Paar der Art
Menge/Komplementmenge dieselbe Klasseneinteilung in genau zwei verschiedene
Klassen. Daher gibt es genau 2% — 1 Klasseneinteilungen in 2 Klassen.

Damit haben wir S(n, 2) = 2V 1.

Weiterhin kénnen wir auch S(n, n-1) berechnen:

Bei dieser Klasseneinteilung gibt es genau eine Klasse mit genau 2 Elementen, alle
anderen Klassen enthalten genau 1 Element.
Wenn wir also diese eine Zweierklasse ausgewahlt haben, ist die Klasseneinteilung be-

_ n*(n-1)

stimmt, daher gilt: S(n,n-1)=C(n, 2) = (2) ;

Wir kennen jetzt die Randwerte von S(n, r) und wollen nun eine Rekursionsformel fr
die S(n, r) entwickeln:

Was passiert, wenn zu den n Elementen der n-Menge noch ein weiteres neues
(n+1)-tes Element x hinzukommt? Was ist also S(n+1, r)?

Wir unterscheiden die Partitionen der (n+1)-Menge danach, ob bei ihnen die Klasse {x},
die nur das neue Element x alleine fur sich enthalt, vorkommt oder nicht.

a) {x} kommt als eine der Klassen vor.

Dann bleiben fiir die Ubrigen n Elemente noch samtliche moglichen Einteilungen in
r— 1 verschiedene Klassen tbrig. Dafir gibt es aber genau S(n, r — 1) verschiede-
ne Moglichkeiten.

b) {x} kommt als Klasse nicht vor.
Dann steckt x in irgendeiner der r verschiedenen Klassen drin. Nehmen wir dort
das x heraus, so bleibt eine Klasseneinteilung von n Elementen in r verschiede-

ne Klassen ubrig (warum kann die Klasse, der x enthommen wurde, sicher nicht leer
werden?). Davon gibt es jedoch genau S(n, r) verschiedene Mdoglichkeiten. Da x
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jeweils in jeder der r mdglichen Klassen stecken kénnte, gibt es von diesem Typ
genau r* S(n, r) Falle.

c) Nach dem Entweder-oder-Prinzip muss einer der beiden vorgenannten Falle vor-
liegen und wir erhalten folgende Rekursionsformel:

Sn+1,r) = S(n,r=1) + r*S(n,r) (4)

Mit Hilfe der oben ermittelten Randwerte und der hier entwickelten Rekursionsformel
lassen sich nun alle Werte fiir S(n, r) berechnen.

Aufgabe 4
Bestimmen Sie bis n=6 alle S(n, r) und stellen Sie eine Tabelle auf.

Wir wollen nochmals tbersichtlich alle Ergebnisse, die zur Berechnung der S(n, r) ge-
wonnen wurden, zusammenstellen:

Fur die Stirlingzahlen 2. Art gelten die folgenden Beziehungen:

0 falls r >n
1 falls r=n
n*(n-1)
S(n,r)= _— fall =n-1
(n,r) < > alls r=n
20D 1 falls r=2
1 falls r=1
~ Sh-1,r=1) +r*S(n-1,r) sonst

Aufgabe 5:

a) Erstellen Sie Prozeduren in MAPLE oder mit einem anderen Programm zur Be-
rechnung der S(n, r) gemal obiger Definition.

b) Ermitteln Sie damit eine Tabelle fur die Stirling-Zahlen 2. Art mindestens bis
n=r=12.

c) Zeigen Sie, dass die Zeilensumme der n-ten Zeile der Stirlingzahlen 2. Art genau
die Bellzahl B(n) ergibt.

Wir geben nachfolgend ein Programm zur Berechnung der Stirling-Zahlen 2. Art i-
MAPLE an.

>S = proc(n, r)

it r >n then O

elif r =n then 1

elif r = n-1 then binomial(n, 2)
elifr =1 then 1

else S(n-1,r-1) + r * S(n-1, r)
end 1T;

end proc;
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S:=proc(n,r)
if n<rthen O
olif 1= then 1 ::]s(;aif(n—l,r—1)+r><S(n—1,r)
elif r=n — 1 then binomial(n, 2)
end proc

elif r=1then 1

>  S(10,3); -

Mit obigem Programm wurde die folgende Tabelle fir die Stirlingzahlen 2. Art als ,spre-
adsheet" in MAPLE erstellt:

A B C D E F G H [ J K
1|{n\r 1 2 2 4 5 6 7 8 9 10
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
4 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0
5 1 7 6 1 0 0 0 0 0 0
6 1 15 25 10 1 0 0 0 0 0
7 1 31 90 65 15 1 0 0 0 0
8 1 63 301 | 350 | 140 21 1 0 0 0
9 1 127 | 966 | 1701 | 1050 | 266 28 1 0 0
10 1 255 [ 3025 | 7770 | 6951 | 2646 | 462 36 1 0
11 1 511 | 9330 | 34105 42525 22827| 5880 | 750 45 1
Aufgabe 6:

Berechnen Sie fur jede Zeile in obiger Tabelle die Summe der Stirlingzahlen.
Bestatigen Sie damit die Gleichung (3) in diesem Kapitel.

Hinweis:

MAPLE enthalt ein Packet von Prozeduren zur Kombinatorik, in dem unter vielen ande-
ren auch die Stirlingzahlen 2. Art enthalten sind. Man ruft dieses Paket auf mit dem Be-
fehl > with (combinat) ;

Die einzelnen in diesem Packet enthaltenen Funktionen sind in der Hilfe (Help on) mit
einleuchtenden Beispielen erklart.
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Erganzung 1: Bell-Zahlen und Aquivalenzrelationen

Jede Klasseneinteilung einer Menge M impliziert in ihr eine eindeutig bestimmte Aquiva-
lenzrelation: alle Elemente ein- und derselben Klasse und nur diese sind zueinander
aquivalent. Zeigen Sie, dass die so definierte Relation die Eigenschaften der Reflexivi-
tat, Symmetrie und Transitivitat besitzt, also eine Aquivalenzrelation ist.

Umgekehrt hat jede Aquivalenzrelation eine ganz bestimmte Einteilung in Klassen zu-
einander aquivalenter Elemente zur Folge.

Zu jeder Aquivalenzrelation in M gehort also genau eine Klasseneinteilung von M und
umgekehrt. Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilung sind also nur verschiedene Sei-
ten ein und derselben Sache (AR = Begriffsinhalt; Klasseneinteilung = Begriffsumfang).
Es gibt also genau so viele Aquivalenzrelationen wie Klasseneinteilungen.

Die Anzahl der Aquivalenzrelationen in einer n-Menge ist genau gleich der Anzahl
B(n) der moglichen Klassenzerlegungen dieser Menge.

Aufgabe 7:

Wie viele Aquivalenzrelationen gibt es in einer Menge mit 1, 2 3, ..., 10 Elementen?
Welcher Prozentsatz aller mdglichen Relationen sind jeweils Aquivalenzrelationen?

Erganzung 2: Stirlingzahlen 2. Art und surjektive Abbildungen

Gegeben sei eine surjektive Abbildung f einer n-Menge A auf eine r-Menge B.
Was bedeutet es, dass die Abbildung f surjektiv ist?

Welche Folgen hat es fur die Ausgangsmenge A, wenn man sie in ,Klassen bildglei-
cher Elemente” einteilt?

Welche Eigenschaften hat die Relation R, die folgendermalf3en definiert ist:

X Ry genau dann, wenn f(x) = f(y),
d. h. x und y sind aquivalent genau dann, wenn sie bei f das gleiche Bild haben.
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e Zu jeder surjektiven Abbildung f einer n-Menge A auf eine r-Menge B gehort eine
ganz bestimmte Klasseneinteilung von A in genau r verschiedene Klassen bild-
gleicher Elemente. Machen Sie sich dies an Beispielen klar.

e Umgekehrt kann man zu jeder gegebenen Klasseneinteilung von A in genau r
verschiedene Klassen r! verschiedene surjektive Abbildungen von A auf B an-
geben, die genau diese Klassen als Klassen bildgleicher Elemente besitzt:

Der ersten Klasse kann irgendeines der r Elemente von B zugewiesen werden. Der
zweiten Klasse kann dann irgendeines der noch verbliebenen r —1 Elemente zu-
geordnet werden usf.

e Zusammengefasst ergibt sich damit:

Es gibt genau r! mal so viele surjektive Abbildungen von der n-Menge A auf die r-
Menge B wie es Klasseneinteilungen von A in genau r Klassen gibt:

Die Anzahl der surjektiven Abbildungen einer n-Menge auf eine r-Menge ist
Surj(n,r) = r! * S(n,r) (5)

Aufgabe 8:

a) Berechnen Sie mit Hilfe dieser Beziehung die Anzahl der surjektiven Abbildungen
einer 5-Menge auf eine 3-Menge. Berechnen Sie selbst weitere Beispiele.

b) Was erhalt man fir r = n was fur n=17?

c) 10 Personen suchen sich ein Ziel aus 5 mdglichen Urlaubszielen aus. Wie viele
verschiedene Mdglichkeiten gibt es daflr, wenn jedes der 5 Urlaubsziele von min-
destens einer Person gewahlt wird?

Erganzung 3: Eine weitere Rekursion fir die Stirlingzahlen 2. Art.

Wir wollen fur die Stirling-Zahlen 2. Art eine Rekursion angeben, gemal der fur die Bell-
Zahlen verwendeten Uberlegung:

Wir Uberlegen wie bei den Bell-Zahlen, welche Auswirkungen die Hinzunahme eines
weiteren (n + 1)-ten Elements fur die Einteilung der n-Menge in genau r Klassen hat:

e Entweder das neue Element bildet allein eine Klasse fiir sich. Dann kénnen die Ubri-
gen n Elemente auf genau S(n, r — 1) verschiedene Weisen in r—1 Klassen einge-
teilt werden und bilden zusammen mit der Klasse des neuen Elements eine r-
Partition der Menge.

e Oder das neue Element wird mit genau einem der bisherigen n Elemente in eine
Klasse gesteckt. Das geht auf n verschiedene Weisen. Die Ubrigen Elemente bil-
den dann noch S(n -1, r — 1) Klassen.

e Oder das neue Element wird mit genau zwei anderen in eine Klasse gesteckt. Das
geht auf C(n, 2) verschiedene Weisen. Die restlichen Elemente bilden dann noch
S(n -2, r— 1) verschiedene Klassen.

e Oder ....

n
Man erhélt damit folgende Rekursion: S(nh+1,r) = ZC(n,i)*S(i,r -1) (6)
i=1
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2.4 Die fundamentalen Zahlkoeffizienten. Ubersicht

Im Teil 1 haben wir die Anzahlen fiir die verschiedenen moglichen Stichproben
(mit/ohne Berucksichtigung der Reihenfolge bzw. mit/ohne Wiederholung) ermittelt und
in Teil 2 bisher die Anzahl méglicher Zerlegungen (Partitionen) von naturlichen Zahlen
bzw. von Mengen. Wir wollen nun in einer zusammenfassenden Ubersicht die funda-
mentalen Z&hlkoeffizienten, die hierbei aufgetreten sind, zusammenstellen und die ver-
schiedenen Falle in einem gemeinsamen Beschreibungsraster tbersichtlich darstellen.

a) Binomialkoeffizienten

n
C(n,s) = [s] = Anzahl der verschiedenen s-Teilmengen einer n-Menge

= Anzahl der verschiedenen n-Dualketten mit genau s Einsen.

@-2-(7)

: n n-1 n-1
Es gelten folgende Rekursionen: (Sj ( j ( j

s-1 S
. . n n!
und die explizite Formel: =
S s*(n-g)!

Aul3erdem gelten folgende einfache Beziehungen:

Bl R P A s S B A

Weitere Identitaten Uber die Binomialkoeffizienten haben wir in Kap. 7 dargestellit.

b) Stirlingzahlen 2. Art

S(n,r) = Anzahl der verschiedenen r-Partitionen einer n-Menge.
= Anzahl der verschiedenen Klasseneinteilungen einer n-Menge in ge-
nau r Klassen.
n *(n —
S 1)=smn.n=1  SM2=2"-1 Snn-1)=CM 2= @ -G
S(n,r)=0fdrr>n. S(n,r) = S(h-1,r=1) + r*S(n-1,r).

Mit Hilfe der Klassen bildgleicher Elemente berechnet man die Anzahl surjektiver Ab-
bildungen einer n-Menge auf eine r-Menge wie folgt:

Surj (n,r) = rt*S(n,r).



Kombinatorik 87

C) Bell’sche Zahlen

B(n) = Anzahl aller verschiedenen Klassenzerlegungen einer n-Menge

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen den Bell-Zahlen und Stirling-Zahlen 2. Art:

B(n) = i S(n,r)

r=1

Man berechnet die Bell-Zahlen mit Hilfe von B(1) = B(0) = 1 und folgender Rekursion:
n n n
B(n+1) = >.C(n,i)*B() = z(.]*s(i)
i=0 i—o\!
d) Zahlpartitionen

P(n,r) = Anzahl der ungeordneten Partitionen der nattrlichen Zahl n
in genau r Partitionen.

P(n,1)=P(n,n)= P(n,n-1)=1 P(n,r) =0 fuar r>n.
P(n, 2) =n/2 falls n gerade bzw.

= (n-1)/2 falls n ungerade.
Man setzt: P@0,0):=1 P(n, 0) :=0 fir n> 0.

Man berechnet die P(n, r) mit Hilfe einer der folgenden Rekursionen:
P(n,r) = Pn-r,r)+P(n-1,r-1). (1)
P(n,r) = Pn-r,1)+Pn-=r,2)+P(n-r,3)+...+P(n—r,T1) (2)

Die Anzahl aller ungeordneten Partitionen der nattrlichen Zahl n erhalt man:

p(n) = Pn,0+P(Mn,1)+P(n,2)+..+P(n,n) = iP(n,r)
r=0
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e) Ein gemeinsames Beschreibungsmodell

Mit folgender Aufgabenstellung haben wir ein gemeinsames Grundmuster fir die grund-
legenden kombinatorischen Fragestellungen, die wir bis jetzt behandelt haben:

Gemeinsame Problemstellung:
Es sollen n Objekte in s Schubladen verteilt werden.
Wie viele Moglichkeiten gibt es daftr?

Die verschiedenen Zahlkoeffizienten geben darauf Antwort je nachdem, welche Zusatz-
bedingungen lber die Objekte bzw. tber die Schubladen gemacht werden.
Dies wollen wir im Folgenden klaren.

Aufgabe 1:
Objekte Objekte
unterscheidbar nicht unterscheidbar
Schubladen
unterscheidbar
Schubladen
nicht unterscheidbar

In der Tabelle sind Bedingungen fiir die Objekte und die Schubladen vorgegeben.
a) Geben Sie fur jeden der vier moglichen Typen eine kurze Beschreibung.

b) Versuchen Sie, den jeweiligen Typ in Zusammenhang mit mathematischen Beg-
riffsbildungen (Mengen, Zahlen, Abbildungen, Relationen, Partitionen, Stichproben
etc.) zu bringen.

c) Geben Sie fur jeden Typ eine anschauliche Skizze, ein Pfeilbild o. dgl. an.
d) Beschreiben Sie Handlungsmuster zur Erzeugung des jeweiligen Typs.

Bei jedem der vier in Aufgabe 1 beschriebenen Falle geht es um Zuordnungen von Ob-
jekten in Schubladen.

Man kann die Féalle noch danach unterscheiden, ob
e in jeder Schublade héchstens ein einziges Objekt liegen darf (injektiver Fall)
e in jeder Schublade sich mindestens ein Objekt befinden muss (surjektiver Fall)
¢ in jeder Schublade sich genau ein Objekt befinden muss (bijektiver Fall)
e keine weitere Vorschrift vorliegt (beliebiger Fall).
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Die kombinatorischen Grundaufgaben in Ubersicht:

n Objekte werden in s Schubladen verteilt.

Beliebig
d. h. mit mdglicher Wiederholung

Injektiv,
d. h. ohne Wiederholung

Surjektiv,
d. h. keine Schublade leer

Objekte
unterscheidbar

Beliebige Abbildungen einer
n-Menge in eine s-Menge.

Injektive Abbildungen einer
n-Menge in eine s-Menge.
Falls n>s: 0

Surjektive Abbildungen einer
n-Menge auf eine s-Menge.

Schubladen unter- Falls n<s: Fallsn <s: 0
scheidbar s" I Fallsn>s: 1 *S(n
S*(s-1)*..%(s-n+1) = S allsnzs: st s)
(s—n)!
Objekte Partitionen einer n-Menge Partitionen einer n-Menge Partitionen einer n-Menge

unterscheidbar

in bis zu s Klassen.
(Stirling-Zahlen 2. Art)

in Klassen mit hochstens einem
Element.

in genau s verschiedene Klassen.
(Stirling-Zahlen 2. Art)

. : ZS(n,k) .
nicht unterscheidbar ~ Falls n <s: 1 S(n, s)
Objekte n gleiche Kugeln in n gleiche Kugeln in n gleiche Kugeln in

nicht unterscheidbar

Schubladen unter-

s verschiedene Schubladen, wobei
Schubladen auch leer sein kdnnen.

(Kugel-Trennstrich-Modell)

s verschiedenen Schubladen mit
je genau einer Kugel.

(Teilmengenmodell)

s verschiedene Schubladen,
von denen keine leer ist.

d. h. es werden n —s beliebig auf

scheidbar die s Schubladen verteilt
n+s—1 n+s—1 S (Kugel-Trennstrich-Modell):
( ) J:( .« 1 j C(s,n)=[n] [n—l)z[n—l]
s-1 n-s
Objekte Partitionen der naturlichen Zahl n |Partitionen der natirlichen Zahl n Partitionen der natirlichen

nicht unterscheidbar

Schubladen
nicht unterscheidbar

mit héchstens s Summanden.

iP(n,k)

k=1

in Summanden zu je 1.
Falls n>s: 0
Falls n<s: 1

Zahl nin genau s Summan-
den.

P(n, s)
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2.5 Vermischte Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 1:

Gegeben ist folgende Gleichung: X1+ X2+ Xzt ... +Xs=n.

a) Wie viele verschiedene Lésungen besitzt diese Gleichung mit Werten aus Ng?
b) Wie viele verschiedene Lésungen besitzt diese Gleichung mit Werten aus N?
c) Wie viele Losungen besitzt diese Gleichung mit ganzzahligen Werten x> 5?
d) Um welche Art von Zahlpartitionen handelt es sich bei diesem Problem?

Aufgabe 2:

Ein Schwarm von 30 Spatzen kommt angeflogen und setzt sich auf 5 Baumen nieder.
Wie viele verschiedene Verteilungen sind dabei moglich?

a) Welche Losung wirden Sie angeben ohne zusatzliche Bedingungen?

b) Geben Sie Zusatzbedingungen an, so dass es sich bei dem Problem um geordnete
Zahlpartitionen handelt. Berechnen Sie den Zahlenwert.

c) Geben Sie Zusatzbedingungen an, so dass es sich bei dem Problem um ungeordne-
te Zahlpartitionen handelt. Berechnen Sie den Zahlenwert.

d) Was musste man voraussetzen, damit es sich hier um Mengenpartitionen handelt.
Beantworten Sie die Fragen auch unter dieser Annahme. Vergleichen Sie mit dem
Fall der Zahlpartitionen.

Aufgabe 3:

Leiten Sie noch einmal die Berechnungsformel fur die Anzahl der geordneten Partitio-
nen der naturlichen Zahl n in genau s Summanden mit Hilfe eines Verteilungsproblems
her.

Aufgabe 4:

Begriinden Sie folgende Formeln fir die Randwerte der Anzahl P(n, s) der ungeordne-
ten s-Partitionen der naturlichen Zahl n:

a) Pn,1)=1 b) P(n,n)=1 c) P(n,n-1)=1 d P(n,n-2)=2

e) P(n,nN=0fuarr>n ) P(n, 2):% falls n gerade g) P(n, 2):nT_1 falls n ungerade

Aufgabe 5:

Begriinden Sie inhaltlich die beiden folgenden Rekursionen fir die Anzahl P(n, r) der
ungeordneten r-Partitionen der nattrlichen Zahl n:

P(n,r) = P(n-1,r-1) + P(n-r,r) (2)
P(n, r) = P(n-r, 0) + P(n-r, 1) + P(n-r, 2) + P(n-r, 3) + ... + P(n-r, r) (2)



Kombinatorik 91

Aufgabe 6:

Eine Dose mit Bonbons enthalt 50 gleiche Bonbons.

a) Auf wie viele verschiedene Weisen kann man diese auf 5 Haufchen legen?
b) Auf wie viele verschiedene Weisen kann man diese an 5 Personen verteilen?
c) Welcher Unterschied besteht zwischen den Aufgaben a) und b)?

d) Wie viele Mdglichkeiten gébe es, wenn die Bonbons alle verschieden waren?

Aufgabe 7:

Auf dem Tisch liegen 7 verschiedene Gegenstande. Wie viele verschiedene Mdglichkei-
ten gibt es, diese 7 Gegenstande in 3 gleiche Schachteln einzurdumen?
Zahlen Sie diese Anzahl geordnet nach den mdglichen Typen ab.

Aufgabe 8:
Beim Thema ,Mengenpartitionen” geht es um folgende Fragestellung:

Wie viele Moglichkeiten gibt es, n unterschiedliche Gegenstande in s nicht un-
terscheidbare Schubladen zu verteilen?

Wie unterscheidet sich diese Frage von folgenden Problemstellungen?
a) Aus n verschiedenen Gegenstanden sind s verschiedene auszuwéhlen.

b) Aus n verschiedenen Sorten von Gegenstéanden sind s Stiick auszuwahlen (mit
maoglicher Wiederholung).

c) Es sind n verschiedene Gegenstande in s verschiedene Schubladen zu verteilen.

d) Essind n verschiedenen Gegenstanden lauter unterschiedliche Nummern aus s
verschiedenen Nummern zuzuordnen.

Aufgabe 9:

S(n, r) sei die Anzahl der verschiedenen Mdglichkeiten, eine n-Menge in genau r Klas-
sen einzuteilen. Begrinden Sie detailliert die Gltigkeit folgender Beziehungen:

a) Sh,1)=1 b) S(n,n) =1 c) S(n, n-1) = C(n, 2) d) S(n, 2) = 2™* 1.
e) S(n,rN=0 furn<r f) Warum ist es sinnvoll, S(0, 0) := 1 zu definieren?
g) Begriinden Sie die folgende Rekursion:  S(n+1,r) = S(n,r—1) + r*S(n,r)
h) Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung von S(n, r) gemaf3 a) bis g).

Aufgabe 10:

Es werden 20 Personen in s Gruppen eingeteilt. Fir welches s gibt es die meisten
Moglichkeiten? Wie viele? Schétzen Sie zuerst s und die Anzahl ab. Berechnen Sie
dann die Ergebnisse mit Hilfe eines MAPLE-Programms.
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Aufgabe 11:

100 verschiedene Gegenstande werden in 8 gleiche Kisten verteilt.
Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es dafir?

Aufgabe 12:
Begriinden Sie die folgende Rekursion fur die Stirling-Zahlen 2. Art:
n
S(n+1,1) = > C(n,i)*S(i,r -1)
i=1

Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der S(n, r) mit Hilfe dieser Rekursion. Be-
rechnen Sie einige Werte.

Aufgabe 13:

Eine Schar von 100 Spatzen kommt angeflogen. Sie lassen sich auf drei Baumen nie-
der. Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es dafur, wenn

a) die Baume verschieden sind (z. B. Linde, Buche und Eiche)?
b) die Baume nicht unterscheidbar sind?
c) nicht unbedingt auf jedem Baum ein Spatz sitzen muss?

Aufgabe 14:

Begriinden Sie ausfuhrlich und genau die fur die Anzahl der verschiedenen Klassen-
einteilungen einer n-Menge gultige Rekursionsformel:

n n

B(n+1) = k(n+1) = ZC(n,i)*B(i) wobei C(n, i) = (IJ =C(n,n—1)
i=0

Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der B(n).

Berechnen Sie die Werte fir n=1, 2, 3, ..., 10 sowie B(20); B(100) und B(200).

Aufgabe 15:

Ein Bauunternehmer beschaftigt 8 Mitarbeiter. Diese teilt er am Morgen in verschiedene
Bautrupps fur einzelne Baustellen ein.

a) Wie viele verschiedene Einteilungen gibt es fur 1, 2, 3, ..., 8 Baustellen?
b) Wie viele verschiedene Einteilungen gibt es insgesamt?

n
c) Begriinden sie folgende Beziehung: B(n) = > S(n,r).
r=1

Aufgabe 16:

Eine n-Menge soll surjektiv auf die Menge B = {0; 1} abgebildet werden.
Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es dafir?

Eine n-Menge ist in 3 Klassen eingeteilt. Wie viele Mdglichkeiten gibt es, diese drei
Klassen auf die Menge B = {1, 2, 3} bijektiv abzubilden?
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Aufgabe 17:

Durch folgende Vorschrift f wird die Menge M ={1, 2, 3, 4, ..., 20} abgebildet auf die
Menge T ={1, 2, 3, 4, 5, 6}

a)
b)
c)

d)

f: Jedem x € M wird die Anzahl f(x) seiner Teiler zugeordnet.
Zeigen Sie, dass f eine surjektive Abbildung von M auf T ist.
Bestimmen Sie die Klassen bildgleicher Elemente in M.

Wie viele verschiedene surjektive Abbildungen von M auf T mit denselben Klassen
bildgleicher Elemente gibt es insgesamt (einschliel3lich f)?

Begriinden Sie:
Die Anzahl aller moglichen surjektiven Abbildungen von M auf T ist

Surj (20, 6) = 6! * S(20, 6).

Aufgabe 18:

Sechs verschiedene Personen entscheiden sich zwischen vier verschiedenen Urlaubs-
zielen.

a)
b)

c)

Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es dafir, wenn jedes der vier Urlaubszie-
le von mindestens einer Person gebucht wird?

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, wenn auch Urlaubsziele ausgelassen werden kon-
nen?

Beantworten Sie a) und b) auch fur den Fall von 10 Personen und 5 Urlaubszielen.
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2.6  Hinweise und Losungen zu den Aufgaben zu Kapitel 2

Losung zu Aufgabe 1:

a) Man kann die Aufgabe so interpretieren: Wie viele Mdglichkeiten gibt es, n nicht
unterscheidbare Kugeln (die die Zahl n reprasentieren) in s unterscheidbare Schub-
laden (die s Lésungsvariablen xi) zu legen, wobei auch Schubladen leer bleiben
durfen. Mit dem Kugel-Trennstrich-Modell erhéalt man
Cin+s-1,n)=C(n+s-1,s—-1) Mdglichkeiten.

b) Man legt vorab eine Kugel in jede Schublade und verteilt die restlichen n — s Kugeln
gemal a) auf die s Schubladen: C(n—-1,s-1)=C(n—-1, n-15s).

c) Man legt vorab 5 Kugeln in jede Schublade und verteilt die restlichen (n — 5 * s)
KugelngemalR a): C(n—4s—-1,s—-1)=C(n—4s -1, n—5s).

d) Es handelt sich hierbei um geordnete Zahlpartitionen (Schubladen sind unter-
scheidbar).

Lésung zu Aufgabe 2:

a) Da die Spatzen nicht unterscheidbar sind, die Baume aber wohl doch und da auch
Baume leer bleiben kénnen, hat man geordnete Zahlpartitionen von 30 mit bis zu 5
Summanden, d. h. nach dem Kugel-Trennstrich-Modell C(34, 4) =46 376 Mog-
lichkeiten.

b) Siehe a). Wenn kein Baum leer bleiben darf, muss man zuerst auf jeden Baum ei-
nen Spatz setzen und die Ubrigen 25 nach dem Kugel-Trennstrich-Modell verteilen.
Das ergibt C(29, 4) = 23 751 Mdglichkeiten.

c) Wenn die Baume nicht unterscheidbar sind, dann handelt es sich um ungeordnete
Zahlpartitionen. Falls keiner leer bleiben darf hat man P(30, 5) =377 Moglichkeiten.
Falls auch Baume leer bleiben kénnen, kommen noch P(30, 4) + P(30, 3) + P(30,2)
+ P(30, 1) =206 + 75 + 15 + 1 = 297 Moglichkeiten hinzu und man hat insgesamt
p(30, 4) = 674 Mdoglichkeiten.

d) Falls die Spatzen unterscheidbar sind, also einzelne Individuen statt nicht unter-
scheidbarer Kugeln, dann hat man

o entweder Abbildungen, falls die Baume unterscheidbar sind:
5% = 931 322 574 615 478 515 625 im beliebigen Fall, und
S(30, 5) * 5! =925 560 025 993 027 809 000 im surjektiven Fall (den injekti-
ven Fall gibt es hier nicht)

. oder Mengenpartitionen, falls die Baume nicht unterscheidbar sind:
S(30, 1) + S(30, 2) + S(30, 3) + S(30, 4) + S(30, 5) = im beliebigen Fall und
genau S(30, 5) = im surjektiven Fall (auch hier gibt es den injektiven Fall
nicht).

Losung zu Aufgabe 3:
Siehe Losung zu Aufgabe 1.
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Losung zu Aufgabe 4:
Siehe Text im Kapitel 2.2.

Losung zu Aufgabe 5:
Wir denken uns alle Partitionen von n in r Summanden in einer Liste aufgezahilt.
Fir die erste Rekursion teilen wir diese Liste in zwei Klassen:

A: die Partition enthalt mindestens einen Summanden 1.

B: die Partition enthalt keinen Summanden 1.

In A streichen wir jeweils den ersten auftretenden Summanden 1. Es bleiben alle Parti-
tionen von n — 1 mit genau r — 1 Summanden ubrig, davon gibtes P(n — 1, r — 1).

In B vermindern wir jeden der r Summanden jeweils um 1. Es bleiben samtliche Partiti-
onen von n —r in genau r Summanden Ubrig. Davon gibt es P(n —r, 1).

Fur die zweite Rekursion vermindern wir sofort in jeder Partition jeden Summanden um
1. Dabei gehen mdglicherweise Summanden verloren (die vorher 1 waren). Es bleiben
alle Partitionen von n —r mit héchstens r Summanden ubrig, also P(n —r, 0) + P(n -,
D+P(n-r,2) +...+P(n-r,r).

Losung zu Aufgabe 6:

a) Es handelt sich um ungeordnete Zahlpartitionen, also gibt es P(50, 5) =2 611
Mdoglichkeiten. (Kein Haufchen ist leer, sonst ist es kein ,Haufchen®).

b) Da die Personen unterscheidbar sind, handelt es sich um geordnete Zahlpartitionen
und man erhélt C(54, 4) = 316 251, wenn Personen auch leer ausgehen kdnnen
bzw. C(49, 4) = 211 876 wenn keine Person leer ausgehen darf.

c) Der Unterschied liegt darin, dass die Haufchen nicht unterscheidbar sind, die Per-
sonen jedoch sehr wohl unterscheidbar sind.

d) Waren alle Bonbons verschieden, so hatten wir Mengenpartitionen.
Im ersten Fall gabe es S(50, 5) =740 095 864 368 253 016 271 188 139 587 625
Maoglichkeiten, Haufchen zu bilden.

Im zweiten Fall hatten wir Abbildungen der Menge der Bonbons. Wenn Personen
leer ausgehen kénnen, kommen alle Abbildungen in Frage, also 5°° Méglichkeiten.
Wenn keine Person leer ausgehen darf, hat man surjektive Abbildungen und erhalt
5!'* 5(50, 5) = Mdoglichkeiten.

Losung zu Aufgabe 7:

Typ 1-1-5 | 1-24 1-3-3 2-2-3 Summe
Moglichkeiten | C(7,5) | C(7,4)*3 | C(7,3)*4*1/2 | C(7,3)*C(4,2) * 1/2
Anzahl 21 105 70 105 301 =S(7, 3)

Hinweis: Warum taucht in den Spalten 4 und 5 noch der Faktor %2 auf? Beachten Sie
dies!
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Losung zu Aufgabe 8:

a) Hier geht es nicht um die Aufteilung der n Objekte, sondern um die Auswahl von s.
b) Wie bei a), hier jedoch Wiederholung zugelassen (mit Zurlicklegen).

c) Wie bei den Mengenpartitionen geht es hier um eine Aufteilung der n Objekte, je-
doch in unterscheidbare Schubladen im Gegensatz zu Mengenpartitionen.

d) Man hat hier einen Fall wie bei c) nur mit dem Unterschied, dass in jeder der unter-
scheidbaren Schubladen jeweils hochstens ein Gegenstand liegen darf.

Losung zu Aufgabe 9:

a) Man kann nur auf 1 Weise n verschiedene Objekte in 1 Schublade stecken: alle in
eine Schublade.

b) Man kann nur auf 1 Weise n verschiedene Objekte in n nicht unterscheidbare
Schubladen stecken: je Schublade ein Objekt.

c) Man muss fir eine Schublade zwei Dinge auswahlen, das geht auf genau C(n, 2)
verschiedene Weisen. Die restlichen Schubladen enthalten je 1 Objekt.

d) Jedes Paar von Teilmengen mit Ausnahme des Paares (M, &) bildet eine solche
Einteilung. Da es genau 2" Teilmengen gibt, gibt es genau 2"* — 1 derartige Auftei-
lungen.

e) Sind mehr Schubladen vorhanden als Objekte, so bleiben Schubladen leer und es
gibt keine derartige Partition.

f)  Bei Anwendung der Rekursion fur r = n = 1 kommt man nur mit dieser Definition
zum richtigen Ergebnis.

g) Wir teilen die Partition auf in solche, die eine einelementige Klasse mit einem be-
stimmten Element x besitzen (Sorte A) und solche die dies nicht haben (Sorte B).
In der Sorte A sind aul3er dem isolierten Element noch genau S(n — 1, r — 1) mogli-
che Klassenbildungen vorhanden. In der Klasse B dagegen kann man alle mogli-
chen Partitionen dadurch erhalten, dass man in einer beliebigen Aufteilung der ver-
bliebenen n — 1 Elemente auf r Klassen das Element x in jede der mdglichen r
Klassen dazugibt. Also hat man von diesem Typ r * S(n — 1, r) Moglichkeiten.
Folglich gilt: S(n, ) =S(h—-1,r—=1)+r*S(h—-1,r).

h) Man benutze dazu ein Computer-Algebra-System oder irgendeine Programmier-
sprache. Siehe das Beispiel im Text mit MAPLE.

Losung zu Aufgabe 10:

S 1|2 3 4 5 6

S(20,s) | 1 | 524 287 | 580 606 446 | 45232 115901 | 749 206 090 500 | 4 306 078 895 384

S 7 8 9 10

S(20,s) | 1114 354 045 652 | 15170932 662 679 | 12 011 282 644 725 | 5917 584 964 655

S 11 12 13 14 15

S(20,s) | 1900 842 429 486 | 411 016 633 391 | 61 068 660 380 | 6 302 524 580 | 452 329 200
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S 16 17 18 19 | 20

S(20,s) | 22350954 | 741285 | 15675 | 190 | 1

Man erkennt wie bei den Binomialkoeffizienten zun&chst eine Zunahme mit steigendem
s (hier bis zum Maximum beim Wert s = 8) und danach wieder eine Abnahme, aller-
dings ist im Gegensatz zu den Binomialkoeffizienten die Verteilung nicht symmetrisch.

Losung zu Aufgabe 11:

Wir setzen voraus, dass dabei keine Kiste leer ist. Dann handelt es sich um Mengen-
partitionen von 100 auf 8 Klassen und es gibt S(100, 8) Mdglichkeiten, eine unvorstell-
bar groR3e Zahl, deren Ziffern gar nicht in eine Zeile passen:

50521083842775347450911577623676878444070923030848241635380926227 \
777207931929945875199

Losung zu Aufgabe 12:

Siehe die Herleitung im Text. Man typisiert danach, mit wie vielen Elementen das neue
(n + 1)-te Element zusammen in einer Klasse ist und zahlt diese Mdglichkeiten ab.

Losung zu Aufgabe 13:

Wir gehen davon aus, dass die Spatzen nicht unterscheidbar sind, folglich Zahlpatrtitio-
nen vorliegen.

a) Indiesem Fall handelt es sich um geordnete Zahlpartitionen (Baume unterscheid-
bar) und man erhalt
C(99, 2) =4851, wenn kein Baum leer bleiben darf, und
C(102, 2) = 5151, falls auch Baume leer bleiben durfen.

b) In diesem Fall handelt es sich um ungeordnete Zahlpartitionen und man erhalt
P(100, 3) =833, wenn kein Baum leer bleiben darf, bzw.
P(100, 1) + P(100, 2) + P(100, 3) =884, wenn auch Baume leer bleiben dirfen.

Losung zu Aufgabe 14:

Wie bei Aufgabe 12 betrachtet man ein neu hinzukommendes Element und typisiert
danach, mit wie vielen Elementen dieses zu einer Klasse zusammengefasst ist. Weitere
Ergebnisse im Textteil. B(20) = 51 724 158 235 372. Die beiden anderen riesigen Zah-
len kann man sich z. B. aus dem combinat-package bei MAPLE mit bell(100) bzw.
bell(200) abrufen.

Losung zu Aufgabe 15:

Wir setzen die Mitarbeiter als unterscheidbare Individuen voraus. Dann handelt es sich
um Mengenpartitionen.

a) Man zahlt die Klassenzerlegungenin 1, 2, 3, ..., 8 Klassen:
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K 1(2 [3 |4 5 6 |7 |8
S(8,K) | 1| 127 | 966 | 1701 | 1050 | 266 | 28

b) B(8)= is«a, k) = 4140

c) Die Begruindung folgt unmittelbar aus der Definition (vgl. 2" = ZC(n,k) bei Teil-
k=1
mengen).

Losung zu Aufgabe 16:

Es gibt insgesamt 2" Abbildungen und nur 2 davon sind nicht surjektiv, die bei denen
alle Elemente der Menge auf die 0 bzw. alle auf die 1 abgebildet werden. Also hat man
2" - 2.

Es geht nun darum, die drei gegebenen Klassen bijektiv auf die Elemente 1, 2 bzw. 3
abzubilden, das geht auf 3! verschiedene Weisen.

Aufgabe 17:

Durch folgende Vorschrift f wird die Menge M ={1, 2, 3, 4, ..., 20} abgebildet auf die
Menge T ={1, 2, 3, 4, 5, 6}

f: Jedem x € M wird die Anzahl f(x) seiner Teiler zugeordnet.
e) Zeigen Sie, dass f eine surjektive Abbildung von M auf T ist.
f) Bestimmen Sie die Klassen bildgleicher Elemente in M.

g) Wie viele verschiedene surjektive Abbildungen von M auf T mit denselben Klassen
bildgleicher Elemente gibt es insgesamt (einschliel3lich f)?

h) Begrunden Sie:
Die Anzahl aller moglichen surjektiven Abbildungen von M auf T ist

Surj (20, 6) = 6! * S(20, 6).

Losung zu Aufgabe 17:

a) Eine Tabelle mit den Teileranzahlen zeigt, dass jede Anzahl aus T wirklich vor-
kommt:

x |11/2|3(4|5|6(7|8|910(11(1213|14|15/16/|17|18|19]20

fx)|1(2|2|3|2|4|2|4|3|4 |2 |6 |2 (4 |4 |5 |2 |6 |2 |6

b) Die 6 Klassen bildgleicher Elemente sind
(1) = {1} f12)={2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19} f1(3) = {4, 9}
f1(4) = {6, 8, 10, 14, 15} 1(5) = {16} 1(6) = {12, 18, 20}.

c) Es gibt 6! surjektive — und damit auch bijektive — Abbildungen der 6 Klassen auf die
6 Zahlen 1, 2, ... 6.
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d) Da es S(20, 6) mdgliche Einteilungen in 6 Klassen gibt und jede solche Einteilung
6! mogliche surjektive Abbildungen ermdglicht, gibt es genau S(20, 6) * 6! surjekti-
ve Abbildungen von M auf T. S(20, 6) * 6! = 3 100 376 804 676 480.

Lésung zu Aufgabe 18:
Da sowohl Urlauber wie Ziele unterscheidbar sind, handelt es sich um Abbildungen.

a) Esist die Anzahl der surjektiven Abbildungen einer 6-Menge auf eine 4-Menge zu
bestimmen. Man erhéalt S(6, 4) * 4! = 65 * 24 = 1560.

b) Es gibt insgesamt 4° = 212 = 4096 mégliche Abbildungen.

c) Im surjektiven Fall erhalt man S(10, 5) * 5! =42 525 * 120 = 5 103 000 Moglichkei-
ten. Im beliebigen Fall sind es 5'° = 9 765 625 Mdglichkeiten.
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3. Erganzungen

3.1 Die Siebformel (Inklusion — Exklusion — Prinzip)

Wir wollen ein wichtiges Zahlprinzip der Kombinatorik, die Siebformel, an Hand konkre-
ter Beispiele entwickeln.

Aufgabe 1:

Wie viele Zahlen der Menge M ={1, 2, 3, 4, 5, ..., 10 000} sind
a) durch 7 teilbar?

b) durch 7 oder 9 teilbar?

c) durch 7 oder 9 oder 15 teilbar?

d) durch 7 oder 9 oder 15 oder 21 teilbar?

Es sei S die Menge der Siebenerzahlen, die in M enthalten sind.

Analog N die Menge der Neuner-, F die der Fuinfzehner- und E die der Einundzwan-
zigerzahlen, die in M enthalten sind.

Die Anzahlen der Mengen S, N, F und E erhalten wir einfach durch Division und ganz-
zahlige Rundung:

|s|=1428 IN|=1111 |F|=666 |E|= 476.

Fur die Beantwortung der Frage b) machen wir uns klar, dass wir bei der Addition der
Anzahlen von S und von N diejenigen Zahlen doppelt zahlen, die sowohl durch 7 als
auch durch 9 teilbar sind, also die Zahlen von S~N. Dies sind aber genau die Zahlen,
die durch 63 = kgV(7,9) teilbar sind, also |SAN| = 158.

Diese 158 Zahlen mussen wir flr das Endergebnis wieder abziehen und erhalten:

|ISUN| = |s| + [N|-|S~AN| = 1428 +1 111 -158 = 2 381.

Wir versuchen bei der Lésung der Aufgabe c) ganz analog vorzugehen:
Zunachst addieren wir alle Einzelanzahlen:
|s| + [N|+|F| =1428+1111 + 666 =3 205

Damit haben wir jedoch sicher einige Zahlen mehrfach gezéhlt. Deshalb subtrahieren
wir alle Zahlen, die durch je zwei der drei Zahlen teilbar sind:

—|sAN| = |SAF| = |NAF| == 158 —-95-222 = — 475

Nun wollen wir an Hand eines Mengenbildes (VENN-Diagramm) tberlegen, ob wir da-
mit alle fraglichen Zahlen genau ein Mal gezé&hlt haben oder nicht:

Es zeigt sich, dass wir die Zahlen im Dreierdurchschnitt SANNF zuerst drei mal ge-
zahlt haben (+), aber dann auch wieder drei mal subtrahiert (=) haben. Daher missen
wir diese nochmals dazuzéhlen um zu unserem Endergebnis zu kommen:

Esgitt |SUNUF]| = S| +|N|+|F|-|S~N|- [SAF]| - [NAF| + |SANAF|



Kombinatorik 101

In jedem Teilfeld ist ein + eingetragen, wenn es dazugezahlt, ein — wenn es abgezo-
gen wird. Man erkennt leicht, dass nun die Zahlen in jedem Feld genau ein Mal gezahlt
sind. Daher ist die oben angegebene Formel richtig.

Als Ergebnis erhalten wir fur die Aufgabe c): 3205 - 475 + 31 = 2761 Zahlen.

Versuchen Sie nun selbst mit einer nahe liegenden Verallgemeinerung den Aufgaben-
teil d) zu l6sen. Kontrollergebnis: 2 761.

Warum ergibt sich in dem hier vorliegenden besonderen Fall ausnahmsweise dasselbe
Ergebnis wie in ¢)?

Durch Analogiebildung aus den behandelten Beispielen kann man nun die allgemeine
Siebformel vermuten:

|ALUAUAULUAL = ALl +]A [+ As]+ L +] AL
—|lAain A=A Azl = = A AL
+ Al AN Az + .+ [Anan Anin A,

— AN A A AN AL = A ALA AL A A,

+ =

+ (=" |AiA AN AsA A AL

Wir wollen uns die Richtigkeit dieser sogenannten SIEBFORMEL schrittweise klarma-
chen:

e Angenommen, ein Element x komme in genau einer der Mengen Ay vor z. B. in A;.
Dann wird x in der 1. Zeile 1 Mal gez&hlt und von keiner anderen mehr betroffen.
Es wird also bei der Siebformel genau 1 Mal gezabhit.

e Nun nehmen wir an, das Element y komme in genau zwei Mengen vor, z. B. A; und
A,. Dann wird es in der ersten Zeile 2 Mal gezahlt, in der zweiten 1 Mal abgezogen
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und in allen weiteren kommt es gar nicht mehr vor, wird also ebenfalls genau 1 Mal
gezahlt.

o Ust.

Nun kommen wir zum allgemeinen Fall:

Es sei ein Element z in genau k der Mengen A; enthalten mit 0 <k <n.
e In der ersten Zeile wird es dann genau C(k, 1) Mal dazugezabhit.

e In der zweiten Zeile wird es genau C(k, 2) Mal abgezogen.

e In der dritten Zeile wird es genau C(k, 3) Mal dazugezabhit.

e In der vierten Zeile wird es genau C(k, 4) Mal abgezogen.

o ..

e In der k-ten Zeile wird es genau C(k, k) Mal abgezogen oder zugezabhilt,

je nachdem, ob k gerade oder ungerade ist.

o
Insgesamt wird das Element z also genau
C(k, 1) - C(k, 2) + C(k, 3) - C(k, 4) + - ..+ (-1)*C(k, k)=C(k,0) =1 Mal gezahlt.

Wir benutzen dabei die folgende bekannte Beziehung tber die Wechselquersumme in
jeder Zeile des Pascaldreiecks:

C(k, 0) - C(k, 1) + C(k, 2) - C(k, 3) + C(k, 4) - + ... + (-1)*C(k, k) =0  (siehe Kap. 7).
Daraus folgt: C(k, 1) = C(k, 2) + C(k,3) + - ... + (-1)** C(k, k) = C(k, 0) = 1.
Damit ist die Richtigkeit dieser aul3erordentlich hilfreichen Siebformel bewiesen.

Die hier benutzte Beziehung tber die Binomialkoeffizienten folgt unmittelbar aus der
Anwendung des Binomischen Lehrsatzes (siehe 1.7) mita=1und b = - 1.

Wir werden im Folgenden zwei grundlegende Anwendungen der Siebformel darstellen.

Aufgabe 1:

Wir wollen die Anzahl der zur natirlichen Zahl n teilerfremden naturlichen Zahlen ermit-
teln, die kleiner oder gleich n sind. Deren Anzahl bezeichnet man mit ¢(n) und bezeich-
net diese Funktion als ,Eulersche phi-Funktion®.

a) Zeigen Sie durch Abzahlen: p(1) =1, 02 =1, ¢(3)=2; 0@d)=2, o5)=A4.
b) Begriinden Sie fiir Primzahlen p: o()=p—-1 und o =p"-p"*=p"* (1 - l)
Y

c) Begrunden Sie mit Hilfe der Siebformel fir zwei bzw. drei verschiedene Primzahlen

die folgenden Formeln: o(p**q™ =p**q™* (1 — l) *(1— 1 ) bzw.
p q

m % Ny — * m % N % 1 * 1 * 1
e * g M) =prgh M (- ) F(L-S) (L - =),
p q r

Aufgabe 2:
Wie viele natiirliche Zahlen von 1 bis 100 000 sind durch 2 oder 3 oder 5 oder 7 teilbar?
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3.2 Die Anzahl der surjektiven Abbildungen von A auf B.

Bevor wir uns der eigentlichen Problemstellung dieses Abschnitts zuwenden, wollen wir
einige Tatsachen Uber Abbildungen (Funktionen) in Erinnerung rufen:

Eine Abbildung oder Funktion f aus der Menge A in die Menge B liegt vor, wenn es
zu jedem Element x aus der Menge A eindeutig ein diesem zugeordnetes Element
y = f(x) aus der Menge B gibt.

Eine Abbildung von A in B ist also eine linkstotale und rechtseindeutige Relation aus
Ain B.

Eine Abbildung von A in B heil3t injektiv, wenn verschiedene Elemente aus der Menge
A stets auch verschiedene zugeordnete Bilder in der Menge B besitzen. Das ist genau
dann der Fall, wenn es zu jedem Element aus B hdchstens ein Urbild in A gibt.

In Kontraposition dazu formuliert heif3t das: Wenn r und s aus A das gleiche zugeordne-
te Element f(r) = f(s) = y aus B haben, dann muss r = s sein.

Beide Aussagen kurz formuliert:

.verschiedene Elemente haben auch verschiedene Bilder* bzw.
»Sind die Bilder zweier Elemente gleich, so auch die beiden Elemente.”

Eine Abbildung aus A in B heil3t surjektiv (man sagt dafir Abbildung ,auf* B), wenn es
zu jedem Element y in der Menge B mindestens ein Urbild x in der Menge A gibt.

Eine Abbildung, die beide dieser Eigenschaften besitzt, nennt man bijektiv (umkehrbar
eindeutig).

Aufgabe 1:

a) Geben Sie Abbildungen von N (= Menge der natirlichen Zahlen) in N an, die
o injektiv, aber nicht surjektiv,

surjektiv, aber nicht injektiv,

surjektiv und injektiv,
o weder surjektiv noch injektiv sind.

b) Zeigen Sie, dass fir endliche Mengen M gilt:

Jede surjektive (bzw. injektive) Abbildung einer endlichen Menge M in sich selbst ist
auch injektiv (bzw. surjektiv) und damit bijektiv.

c) Zeigen Sie, dass die vorstehende Aussage b) fir unendliche Mengen nicht gilt.

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie fiir zwei endliche Mengen A und B mit [Al =n und [Bl =s
a) die Anzahl aller méglichen Abbildungen aus A in B.

b) die Anzahl aller injektiven Abbildungen aus A in B.
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Nun wenden wir uns der eigentlichen Problemstellung dieses Abschnitts zu:

Problemstellung:

Gegeben sei eine endliche Menge A mit n Elementen und eine endliche Menge B
mit s Elementen. Damit wir Konkretes vor Augen haben, seien die Elemente von A mit
ai, az, ... an, die Elemente von B mit 1, 2, 3, ..., s benannt:

A ={ai, a, as... an} B={1223,..,5s}

Wir fragen nach der Anzahl aller surjektiven Abbildungen aus A auf B, also derje-
nigen Abbildungen, bei denen jedes der Elemente von B mindestens ein Urbild in
A hat.

e Wir verschaffen uns zunachst einen Einblick, indem wir den Falln =3 und s = 2 un-
tersuchen:

Es gibt insgesamt 23 =8 mdgliche Abbildungen. Nicht surjektiv sind davon 2, nam-
lich diejenigen, bei denen alles auf das erste Element von B bzw. alles auf das zwei-
te Element von B abgebildet wird. Alle anderen 6 sind surjektiv.

e ImFall n=s =3 gibt es insgesamt 27 Abbildungen. Surjektiv sind genau die 3! =6
Permutationen, alle anderen dagegen sind nicht surjektiv.

Aufgabe 3:

Begriinden Sie die folgenden Aussagen uber eine n-Menge A und eine s-Menge B:
e |Ist s> n, dann gibt es keine surjektive Abbildung aus A in B.

e |Ist s=n, dann gibt es genau s! =n! surjektive Abbildungen aus A in B.

Der in Aufgabe 3 nicht benannte Fall mit s < n ist nicht mehr trivial. Diesen wollen wir
nun mit Hilfe der Siebformel untersuchen.

Im Folgenden wollen wir daher von der Voraussetzung s < n ausgehen:

In der Menge F der samtlichen s" Abbildungen aus A in B betrachten wir folgende Teil-
mengen:

F1 = Menge der Abbildungen, bei denen das Element 1B nicht als Bild vorkommt.
F2 = Menge der Abbildungen, bei denen das Element 2B nicht als Bild vorkommit.
F3 = Menge der Abbildungen, bei denen das Element 3B nicht als Bild vorkommt.

Die Menge F1 besteht genau aus den séamtlichen Abbildungen aus A in B\{1}. Ihre
Anzahl ist daher (s —1)".

Diese Uberlegung kénnen wir fur samtliche der Elemente 1, 2, 3, ... s € B anstellen und
erhalten so die Anzahlen aller Mengen F¢ jeweils zu (s —1)".

Nun wollen wir tberlegen, was F1 n F2 ist: Das ist genau die Menge der Abbildungen
aus A in B, bei denen weder 1eB noch 2B als Bild vorkommen, also die samtlichen
Abbildungen von A in die Menge B\{1, 2} und davon gibt es bekanntlich (s —2)" Stiick.
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Wir erhalten so fiir jedes Paar von Mengen Fy die Anzahl |Fo Fl| = (s-2)".
Analog erhalten wir |F1 nF2 ~nF3| = (s —3)" usf.

Damit kdnnen wir nun die folgende Menge betrachten:

FlIUF2UF3u..uUFs= Menge aller Abbildungen aus A in B, bei denen min-
destens eines der Elemente 1, 2,3, ... s € B nicht als
Bild vorkommt

= Menge aller nicht surjektiven Abbildungen aus A in B.

Wir benutzen die Siebformel zur Ermittlung der Anzahl fur diese Vereinigungsmenge:

|[F1UF2 UF3U..UFs| —Z|F|| ~ Y|FinFk| + > |[FinFknFm| -

i=k iZzk=ma=i

—s*(s—1)" - @ *(s—2)" + @ K(s—3)" - + ...+(—1)S*@ (s—s)"

Dies ist die Anzahl aller nicht surjektiven Abbildungen aus A in B.

Die Anzahl aller surjektiven Abbildungen erhalten wir, indem wir diese Anzahl von der
Anzahl aller Abbildungen subtrahieren:

Anzahl der surjektiven Abbildungen einer n-Menge A in eine s-Menge B :

" — Gj *s—1)" + @J K(s—2) — + .. (1P @ *(s—s)"

g e - gor

e Wir testen unsere Formel fir den Fall n =3 und s =2 und erhalten:
Anzahl der surjektiven Abbildungen Surj(3,2)=8-2*1+1*0=6.
Dies stimmt mit unserer Voruberlegung tberein.

e Testfurden Fall n=s =3 ergibt:
Surj3,3)=27-3*8 +3*1-1*0=6=3!
Auch dies wieder in Ubereinstimmung mit unserer Voruberlegung.

Sonderfall s =n:

Im Sonderfall s =n kennen wir die Anzahl aller surjektiven Abbildungen, denn dann
sind genau die samtlichen s! = n! bijektiven Abbildungen surjektiv.

Daher muss die obige Summe fir n =s genau den Wert s! ergeben:
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St = o = Sen(Ep

k=0

Damit haben wir eine weitere Identitat fur Binomialkoeffizienten gefunden.
Wir testen sie fir den Fall n=s =5 und erhalten:
1*5° -5%4°+10*3°-10*2°+5*1-0=120=5!

Aufgabe 4:

a) Berechnen Sie mit Hilfe der obigen Formel die Anzahl aller surjektiven Abbildungen
einer 5-Menge auf eine 3-Menge.

b) Wieviel Prozent aller Abbildungen einer 5-Menge in eine 3-Menge sind surjektiv?

Aufgabe 5:

a) Erstellen Sie mit Hilfe der entwickelten Formel ein Programm zur Berechnung der
Werte fur die Anzahl Surj(n, s).

b) Stellen Sie eine Tabelle aller Werte fur den Bereich von 1 bis 20 fur n und s auf.
Wir wollen hier eine MAPLE-Prozedur zur Berechnung der Werte surj(n, s) angeben:

> surabb := proc(n,s::integer);
local 1, sa;
sa:= s™n;
for 1 from 1 to s do
sa:= sa + (1)1 * binomial(s,1) * (s-1)™n
end do;
sa;
end proc;

> surabb(5,3);
150

Erganzung: Surjektive Abbildungen und Stirling-Zahlen 2. Art

Die Anzahl der surjektiven Abbildungen Surj(n, s) haben wir schon im Zusammenhang
mit den Mengenpartitionen in der Ergénzung 2 im Abschnitt 2.3 b) behandelt. Dort ha-
ben wir folgende Berechnungsformel fur die Anzahl Surj(n, s) gefunden:

Surj(n, s) =s! *S(n, s) wobei S(n, s) die Stirling-Zahl 2. Art war.
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Man erhélt diese Beziehung durch die folgende Uberlegung:

Zu jeder surjektiven Abbildung f einer n-Menge A auf eine s-Menge B gehort eine ein-
deutig bestimmte Klasseneinteilung von A in genau s verschiedene Klassen, die ,Klas-
sen bildgleicher Elemente” unter der Abbildung f.

Umgekehrt gibt es zu jeder Klasseneinteilung von A in genau s verschiedene Klassen
jeweils s! mogliche Bijektionen s dieser Klassen auf die s-Menge B.

Mit der Anzahl S(n, s) der verschiedenen Klasseneinteilungen erhalten wir daher die
Anzahl aller surjektiven Abbildungen zu  Surj(n, s) =s! * S(n, s).

Setzen wir diese Anzahl mit der jetzt gefundenen gleich, so erhalten wir eine weitere
Moglichkeit zur Berechnung der Stirlingzahlen 2. Art:

Surj(n,s) = s!*S(n,s) = i(—l)k-(ij-(s—k)”

Losen wir diese Gleichung auf nach S(r, s) so erhalten wir daraus umgekehrt:

S(n, s) = $°Z(-1)k-[§j-(8-k)”

. . S S
Man kann diese Formel noch umschreiben unter Benutzung von [k] :( kj:
S -

k . k
S(n, k) = k—l!-Z(—l)"" -(i ju

Aufgabe 6:

a) Benutzen Sie die zuletzt genannte Beziehung zur Berechnung der Werte fiir die
Stirlingzahlen 2. Art und schreiben Sie ein entsprechendes Programm z. B. in
MAPLE.

b) Erstellen Sie damit eine Tabelle der Werte S(n, k) fir n = 1 bis 15.
c) Vergleichen Sie mit den entsprechenden Ergebnissen aus Kapitel 10.

d) Berechnen Sie in einer Tabelle die Anzahl der surjektiven Abbildungen fiir die Paa-
re (n, s) von (1, 1) bis (10, 10).
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3.3  Fixpunktfreie Permutationen endlicher Mengen.

Wir werden nun ein klassisches Problem der Kombinatorik [6sen, das in vielerlei Ein-
kleidungen vorkommt und unter dem Namen ,Problem der Rencontres” bekannt ist.

1. Version: Problem der vertauschten Briefe.

Eine Sekretarin hat n Briefe an n verschiedene Empfanger geschrieben und die
Kuverts adressiert. Nun steckt sie die Briefe blindlings in die Kuverts.
Wie wahrscheinlich ist es, dass kein Brief im richtig adressierten Kuvert steckt?

2. Version: Problem der vertauschten Hiite.

An der Theatergarderobe gaben n Herrn ihre Hite ab. Nach der Vorstellung gibt die
Garderobefrau die Hute wahllos und zufallig zurtck.
Wie wahrscheinlich ist es, dass kein einziger Herr seinen eigenen Hut erhalt?

3. Version: Problem der fixpunktfreien Permutationen.

Die Menge M ={1, 2, 3, 4, ..., n} wird bijektiv auf sich selbst abgebildet.
Wie viele aller n! dieser Permutationen von M besitzen keinen Fixpunkt?

4. Version: Problem der Rencontres.

Bei einer Tanzveranstaltung nehmen n Ehepaare teil. Wie viele verschiedene Paa-
rungen gibt es, bei denen kein Mann mit seiner eigenen Ehefrau tanzt?

Wir werden nun das oben in verschiedenen Versionen gestellte Problem fir die Version
der vertauschten Briefe |0sen:

Zunachst konnen wir die Unterscheidung zwischen Kuvert und Brief fallen lassen, denn
entscheidend sind die jeweiligen Empfangeradressen. Jede Zuordnung von Briefen zu
Kuverts kdnnen wir also vereinfacht als Zuordnung von Empfangeradressen deuten,
also als eine Permutation (bijektive Selbstabbildung) der Empfangeradressen.

Wir machen ein Beispiel fir n = 5.

M = {al, a2, a3, a4, ab} sei die Menge der 5 Adressen. Eine mogliche Zuordnung ist:
al a2 a3 a4 asd

[al a5 a4 a3 aZ]'

Bei dieser steckt der erste Brief im richtigen Kuvert, alle anderen nicht.
Man nennt al einen Fixpunkt dieser Permutation a.

An einfachen Beispielen werden wir erste Erfahrungen sammeln:

n=2:
Von den beiden mdglichen Permutationen von 2 Elementen ist eine fixpunktfrei:

1 2 1 2
o= (1 ZJ besitzt zwei Fixpunkte, aber = (2 J ist fixpunktfrei,
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n=3:

In diesem Fall kann man die samtlichen 3! =6 mdglichen Permutationen deuten als
die Deckabbildungen der Ecken eines gleichseitigen Dreiecks. Man erkennt deshalb
leicht, dass nur die zwei ,Drehungen” um 120° bzw. um 240° fixpunktfrei sind, alle
Spiegelungen und die Identitat dagegen nicht. Es sind also hier 2 von 6 der Permutatio-
nen von drei Elementen fixpunktfrei.

Aufgabe 1:

a) Ermitteln Sie die Anzahl der fixpunktfreien unter den n! Permutationen von n
Elementen fir n =4 bzw. n =5 analog zu obigen Beispielen durch direkte Uberle-
gungen.

b) FiOr n =2 war der Prozentsatz der fixpunktfreien unter allen Permutationen 50% fur
n = 3 dagegen nur noch 33%. Berechnen Sie ihn firn =4 und n = 5.

c) Schéatzen Sie ab, wie sich der Prozentsatz der fixpunktfreien Abbildungen unter den
samtlichen n! Permutationen mit wachsendem n entwickelt.
Gehen Sie dazu von irgendeiner Einkleidung aus, etwa den vertauschten Briefen:
Wie wahrscheinlich ist es, dass kein Brief im richtigen Kuvert steckt, wenn Sie 100
oder 1000 Briefe vollig wahllos in die bereitliegenden Kuverts stecken?

Die Aufgabenstellung ist nun die, unter allen moglichen n! Permutationen diejenigen
auszusuchen, die keinen Fixpunkt besitzen, also die fixpunktfreien Permutationen.

Wir kehren zurtick zum obigen Beispiel mit n =5 und bezeichnen die Menge der Per-
mutationen, bei denen ay ein Fixpunkt ist mit Fk:

Fk = Menge der Permutationen von M, die das Element a, auf sich selbst abbilden.
Was ist dann die Menge F=F1 U F2uU ... U F5?

Nattrlich die Menge der Permutationen, die mindestens einen Fixpunkt besitzen.
Wenn wir deren Anzahl kennen, kennen wir auch die Anzahl der restlichen, die keinen
Fixpunkt besitzen. Also berechnen wir die Anzahl von F mit Hilfe der Siebformel:

lFl = |FluF2u..UF5| =2|Fi| - ZIFinFk] + — ... (Siebformel anwenden)
|Fi| =41, denn 1 Element ist fix, die 4 anderen sind beliebig vertauschbar.

|Fi ~ Fk|=3! denn 2 Elemente sind fix, die 3 anderen sind beliebig vertauschbar.
Usf. .

Damit erhalten wir die Anzahl der Menge F, also aller Permutationen mit mindestens
einem Fixpunkt:

Istmu-S*m+5*m—5*u+5 sor=gl -2 g2t 3
2 3 4 0 203 4 5

Wir erhalten die Anzahl der Permutationen die keinen Fixpunkt haben, indem wir diese
Anzahl von der Gesamtzahl n! aller Permutationen subtrahieren:

I I I I I I I I
Blo(si— > 42 S Sy S S S Y gy _p0+45-1-44
20 3 4 5 20 3 4 bl
= Anzahl aller fixpunktfreien Permutationen von 5 Elementen.
Dividiert man diese Anzahl durch die Anzahl 5! aller mdglichen Permutationen, so er-

halt man die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten von fixpunktfreien Permutationen:
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4 1 1 1 1 11

In rund 37% aller Permutationen von 5 Elementen kommt daher kein Fixpunkt vor, also
in allen anderen rund 63% aller Permutationen gibt es mindestens einen Fixpunkt.

In Verallgemeinerung unseres Ergebnisses fur n =5 kénnen wir daher behaupten:

Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen einer n-Menge betragt

n' n! n! nl n!
- —_—— ju— f— no— = |o - *—
21 3 4 51 -+ (=1) n! n'z_:( b

Der Anteil der fixpunktfreien Permutationen an allen n! Permutationen betragt:

Hinweis: Da sich die ersten beiden Glieder dieser Reihen fir k = 0 und k = 1 aufheben,
kann man sie weglassen oder dazunehmen, also auch bereits ab k = 0 summieren.

Es ist auRerordentlich erstaunlich, dass sich dieser Anteil mit wachsendem n recht
rasch dem Grenzwert 36,8 % ndahert, d. h. dass sich dieser Anteil praktisch nicht mehr
andert, wenn n grolR3er als 5 wird.

Anders ausgedrtckt: Ob man das Experiment der vertauschten Briefe mit 10 oder mit
1000 Briefen macht, in jedem Fall wird die Wahrscheinlichkeit daflr, dass alle Briefe im
falschen Kuvert stecken, bei etwa 37% liegen.

Wir stellen dies in einen Zusammenhang mit der Exponentialfunktion x — e*.

Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion x — e* lautet bekanntlich:

< 2 X3 X4 ooxn
e:1+x+7+—+—+...: —

6 4 “~
Mit x =—1 erhalt man genau die Reihe, deren Anfang wir oben fir den Anteil der fix-
punktfreien Permutationen einer n-Menge hergeleitet haben.

Fir n—> o ergibt sich somit die Wahrscheinlichkeit: p =e™ = 0,368... ~ 37%.

Ergebnis:

Der Anteil der fixpunktfreien unter den n! Permutationen von n Objekten nahert
sich fiir wachsendes n sehr rasch dem Wert p = e =0,368... ~ 37%.
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Lésung des Problems der fixpunktfreien Permutationen durch Rekursion:

Wir behandeln das Problem nun auf anderem Wege, namlich durch Rekursion.
Es sei f, die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen der Menge M ={1, 2, 3, 4, ..., n}

Bei einer fixpunktfreien Permutation darf die 1 nicht auf sich selbst abgebildet werden,
also nicht auf Platz 1 stehen. Es gibt also fur 1 noch genau (n—1) mogliche Platze.

Wie viele Permutationen gibt es nun, wenn z. B. die 1 auf Platz 2 steht?
Dann steht die 2

e entweder auf Platz 1. Von dieser Sorte gibt es aber genau f,., Permutationen, denn
alle Elemente auf3er 1 und 2 kdnnen beliebig fixpunktfrei permutiert werden.

e oder die 2 steht nicht auf Platz 1, d. h. alle auf3er der 1 kénnen fixpunktfrei permu-
tiert werden. Von dieser Sorte gibt es daher f,.; Permutationen.

Wir erhalten damit folgende Rekursion: fn = (=21)*(fra + fn2)
Wir formen diese Beziehung um: fa—n*fog = — [fra—(n=1)*f,2]

— — —
Mit neuer Bezeichnung erhalten wir: dn = —dn1

Mit dem Anfangswerten d, =f, —2*f;=1-2*0 =1 = (-1)? ergibt sich daher der all-
gemeine Ausdruck d, = (-1)" fir die Folge der d,

Setzen wir dies ein in die Definition fur d,, dann ergibt sich: f,—n *f,; = (-1)".

Wir dividieren diese Gleichung durch n! und erhalten bei fortgesetzter Anwendung:
LSS o A S o A o S S o) A G A o O

n (- n (-2 (n-)' n (-3 (h-2)! (-1 nl
:i—£+£—£+£—+...+(—1)“*1 = 1—1+£—+...+(—1)”*1
o 2 A A L2 3 a4 n!
00 (_1)k 1

Fir n — o erhalt man dafiir den Grenzwert e’ = Z ~ 37%.
k=0
Das ist genau das Ergebnis, das wir im ersten Zugang mit Hilfe der Siebformel an Stelle

der Rekursion ebenfalls erhalten haben.

Kl 2718..

Der Anteil der fixpunktfreien Permutationen unter allen méglichen n! Permutati-
onen konvergiert also sehr rasch gegen den Wert exp(-1) = e = 37%.
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3.4  Einige Spezielle Verteilungen
a) Auswahlen ohne Nachbarelemente

Im deutschen Lotto ,6 aus 49 werden jede Woche aus den Zahlen 1, 2, 3, ..., 49 belie-
bige 6 Gewinnzahlen gezogen. Die Frage nach der Gewinnwahrscheinlichkeit fur eine
bestimmte Kombination von 6 Gewinnzahlen ist rasch beantwortet, denn es gibt genau

49
C(49, 6) = ( 5 ] =13 983 816 mdgliche ungeordnete 6-Auswahlen aus 49. Eine be-

stimmte Kombination hat also eine Gewinnchance von rund 1 zu 14 Millionen. Dabei ist
es vollig gleichgiltig, welche spezielle 6-Kombination man nimmt, d. h. die Kombination
der 6 aufeinander folgenden Zahlen {1, 2, 3, 4, 5, 6} hat genau dieselbe Gewinn-
chance wie eine x-beliebige Kombination z. B. {7, 11, 25, 33, 35, 41}.

Wir wollen nun von der Beobachtung ausgehen, dass in erstaunlich vielen Fallen bei
den gezogenen 6 Gewinnzahlen mindestens ein Paar von Nachbarzahlen der Form n
und n+1 dabei ist.

Problemstellung:
Was kommt beim Lotto , 6 aus 49“ haufiger vor?
e Eine Auswahl von 6 aus 49 bei der keine Nachbarzahlen vorkommen oder

e eine Auswahl von 6 aus 49, bei der mindestens zwei benachbarte Zahlen
vorkommen?

Geben Sie eine Schatzung ab, bevor Sie sich mit dem Problem befassen.

Wir wollen die Anzahl der Auswahlen von s aus n ohne Nachbarzahlen mit aon(n, s)
bezeichnen. aon (n, s) = Anzahl der s-Auswahlen aus n ohne Nachbarn.

Aufgabe 1:

a) Wabhlen Sie als Grundmenge die Menge M ={1, 2, 3, 4, 5, 6} und bestimmen Sie
durch direktes Aufzéhlen aller Auswahlen (Teilmengen) ohne Nachbarzahlen die
Anzahl der s-Auswahlen aus n = 6 ohne Nachbarn fir s=1, 2, 3,4, 5, 6.

b) Auf welche Vermutung tUber die Anzahl aon(n, s) gelangen Sie auf Grund der Er-
gebnisse dieser Aufgabe?

Aufgabe 2:
Wahlen Sie nun n =7 und bestimmen Sie aon (7,s) fur s=1,2,3, ..., 7.
Werden Sie durch die Ergebnisse in Ihrer Vermutung bestatigt?
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Beispiel: 4-Auswahlen aus M ={1, 2, 3, ..., 9} ohne Nachbarn.

Es sei {ai, az, as, a4} eine solche Auswahl. Dieser Auswahl stellen wir eine 4-Auswahl
aus der Menge T ={1, 2, 3, 4, 5, 6} gegenuber in folgender Weise:

{a1, az, as, aq} = {a1, ax-1, as-2, a4-3}

Aufgabe 3:

Ordnen Sie jeder 4-Auswahl ohne Nachbarzahlen aus der Menge M ={1, 2, 3, ..., 9}
gemal obiger Vorschrift eine 4-Auswahl aus der Menge T ={1, 2, 3, ..., 6} zu.
Legen Sie eine Tabelle an:

{a1, az, as, aq} {a;, a2— 1, az-2, a4, — 3}

1,3,57 1,2,3,4
1,3,5,8 1,2,3,5

Wenn Sie in der linken Spalte alle ,4-Auswahlen aus 9 ohne Nachbarn* aufgezahlt ha-
ben, betrachten Sie bitte die rechte Spalte: Offenbar enthalt die rechte Spalte genau die
samtlichen 4-Teilmengen der 6-Menge T.

Umgekehrt Iasst sich jeder 4-Teilmenge der Menge T in der rechten Spalte gemaf der
gegebenen Vorschrift genau eine 4-Auswahl aus der Menge M ohne Nachbarzahlen
zuordnen. Daher ist die Zuordnung eine Bijektion und es gibt von beiden Sorten gleich
viele. Die leicht zu vollziehende Verallgemeinerung dieser Idee fuhrt auf das folgende
Ergebnis:

Die Zahl der ungeordneten k-Auswahlen aus der Menge M={1, 2, 3, ..., n}
n—s+1}

ohne Nachbarzahlen betragt: aon (n,s) = ( S

Aufgabe 4:

Berechnen Sie die Anzahl aon (49, 6) und beantworten Sie die eingangs gestellte Frage
Uber die Wahrscheinlichkeit von Lotto-Ergebnissen ohne bzw. mit Nachbarzahlen.

Man kann die hier angewendete Methode sofort verallgemeinern, indem man nicht nur
Licken der Lange k =1 auslasst (also nur direkte Nachbarn), sondern Liicken einer
bestimmten Mindestlange k vorschreibt. Dazu muss man nur die Zuordnungsvorschrift
entsprechend verandern. Folgende Aufgabe 5 behandelt dieses Problem.

Aufgabe 5:

Notieren Sie alle 3-Auswahlen aus der Menge M = {1, 2, 3, ..., 12}, bei denen zwischen
je zwei ausgewahlten Zahlen mindestens k =2 Nachbarn ausgelassen sind.

Stellen Sie jeder solchen Auswahl {a;, a,, as} die Auswahl {a;, a,-k, az-2k} aus einer
geeigneten Menge T gegeniber. Aus welcher Menge T wird gewahit?

Legen Sie eine Tabelle an:
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3-Auswahl aus M ={1, 2, 3, ..., 12} beliebige 3-Auswahlaus T ={1, 2, 3, ...,?}
mit Lucken der Lange k> 2.

{1, 4,7} {1,2, 3}

{6, 9, 12} {6, 7, 8}

Verallgemeinert man den in der vorhergehenden Aufgabe dargestellten Gedankengang,
so erhalt man das folgende Ergebnis:

Die Anzahl der ungeordneten k-Auswahlen aus M ={1, 2, 3, ..., n}, bei denen
zwischen je zwei ausgewahlten Zahlen Licken von mindestens k Zahlen liegen,
betragt:

aon (n, s, k) = (n—k ) (S_l)j.

S

Mit den von uns gewahlten Bezeichnungen gilt aon (n, s, 1) =aon (n, s).

Aufgabe 6:

Zahlen Sie alle 3-Auswahlen aus 9 auf, bei denen k =2 ist, also niemals die nachs-
ten beiden Nachbarn genommen werden. Bestatigen Sie obige Formel an diesem Bei-
spiel.

b) Dualketten ohne Doppelnullen

Problemstellung :

Wie viele Dualketten der Lange n uUber dem Alphabet M = {0, I} enthalten keine
benachbarten Nullen?

Wir beginnen wieder mit der Untersuchung eines konkreten Beispiels:

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, 9 Einsen und 5 Nullen so in eine Reihe zu setzen,
dass keine zwei Nullen nebeneinander stehen?

Wir denken uns die 9 Einsen aufgeschrieben und dazwischen sowie dahinter und davor
immer eine 0, also eine abwechselnde Kette mit 10 Nullen und 9 Einsen.

orororororororororno
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Wir erhalten eine Losung unseres Problems durch eine Auswahl von genau 5 (hier im
Beispiel rot dargestellt) aus den 10 Nullen. Umgekehrt kann jede L6sung als eine sol-
che Auswahl von 5 aus diesen 10 Nullen dargestellt werden. Zeigen Sie dies an Bei-
spielen und tGiberzeugen Sie sich von der Richtigkeit dieses Vorgehens allgemein:

Damit erhalten wir folgendes Ergebnis:

Die Anzahl der Méglichkeiten genau r Einsen und s Nullen so in eine Reihe zu

r+1
setzen, dass keine zwei Nullen benachbart sind, ist C(r + 1, s) = [ S J

Aufgabe 7:

Geben Sie fur alle Dualketten der Lange 10 mit genau s Nullen an, wie viele keine
Nachbarnullen besitzen. Verwenden Sie fir s =0, 1, 2, ... jeweils einzeln das oben ge-
wonnene Ergebnis. Summieren Sie dann alle Mdglichkeiten auf.

Wie viele der samtlichen 2'° verschiedenen Dualketten der Lange 10 enthalten keine
zwei benachbarten Nullen?

In Verallgemeinerung des Ergebnisses von Aufgabe 1 erhalten wir:

Die Anzahl der Dualketten der Lange n, bei denen keine zwei Nullen nebeneinan-

nn+1-k
der stehen ist gleich der Anzahl F(n) = Z( +k ]
k=0

Wir bestimmen die F(n) zunachst direkt unter Aufzahlung aller fraglichen Félle:

n=1: Wirerhalten die beiden Ketten 0 und I, also ist F(1) = 2.
n=2: Wirerhalten die Ketten 0I, 10 und I, also ist F(2) = 3.
n=3: Wir erhalten die Ketten 0I0, Oll, 101, 110 und I, also F(3) =5.
n =4: 0I0l, 0lI0, O, 1010, 1011, 1101, 1110, I F(4) = 8.
Usf.

Dies erinnert an die bekannte Fibonacci-Folge. Wir werden zeigen, dass unsere F(n)
genau die Rekursion der Fibonacci-Folge erfullen:  F(n+2) = F(n+1) + F(n).

Dazu betrachten wir die sdmtlichen fraglichen Ketten der Lange (n + 2):

e Diese beginnen entweder mit 0 und dann notwendigerweise gefolgt von einer I.
Danach konnen die sdmtlichen F(n) mdglichen Ketten der Lange n ohne Doppelnull
folgen.

e Oder sie beginnen mit einer | und danach konnen samtliche F(n+1) mogliche
Ketten der Lange n+1 ohne Doppelnull folgen.

Insgesamt gilt daher: F(n+2) = F(n+1) + F(n). Daher ist die fragliche Folge die Fibo-

naccifolge mit den Anfangswerten 2 und 3.

Damit klart sich auch der bereits bei den Binomialkoeffizienten aufgedeckte Zusam-
menhang mit den Fibonaccizahlen.
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Aufgabe 8:

a) Schreiben Sie eine MAPLE-Prozedur zur Berechnung der Fibonaccizahlen.
Benutzen Sie dazu die Anfangswerte f(0) =1, f(1) = 1, f(2) = 1 sowie die Rekursi-
on f(n+2)=f(n+1) + f(n).

b) Zeigen Sie die Gultigkeit folgender Beziehung:  f(n+1) = 2 * f{(n-1) + f(n-2).

c) Wie viele Mdglichkeiten gibt es, 10 Buchstaben A und 6 Buchstaben B so an-
einander zu reihen, dass keine zwei B nebeneinander stehen?

d) Wie viele Moglichkeiten gibtes, 10 A, 6 Bund 5 C so aneinander zu reihen,
dass keine zwei B nebeneinander stehen?

e) Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Buchstaben des Wortes MISSISSIPPI so an-
einander zu reihen, dass keine zwei | nebeneinander stehen?

f) Zeigen Sie die Gultigkeit folgender Beziehung zwischen den Fibonaccizahlen und

n N (n—k
den Binomialkoeffizienten:  f(n—1)= > C(n—-kk)= ) [n ‘ j
k=0 k=0

c) Spezielle Zahlpartitionen

Wir betrachten Gleichungen der Art x +y + z +w = 12, also jeweils mit Koeffizienten 1.

Eine L6sung im Bereich der nichtnegativen ganzen Zahlen erhalten wir, indem wir 12
Kugeln (die Einer, aus denen die Zahl 12 besteht) in 4 unterscheidbare Schubladen ver-

15
teilen. Daflir gibt es nach der Kugel-Trennstrich-Methode genau C(15, 3) = [3] ver-

schiedene Losungsquadrupel. Das sind genau die geordneten Zahlpartitionen der Zahl
12 in héchstens vier Summanden.

Fir Losungen im Bereich der natirlichen Zahlen missen wir dafiir sorgen, dass keine
der Schubladen leer bleibt. Deshalb legen wir vorab in jede Schublade 1 der 12 Kugeln
und verteilen die restlichen 8 gemal} der Kugel-Trennstrich-Methode. Man erhalt in die-

11
sem Fall genau C(11, 3) = [3] verschiedene Losungsquadrupel. Beispiele daflr sind

etwa 1+2+3+6 oder 3+3+3+3.

In Verallgemeinerung dieser Uberlegungen konnen wir folgendes Ergebnis formulieren:

n-1
Die Gleichung x;+X2+X3+...+Xs = n besitztgenau C(n-1,s-1)= [ J
S_

verschiedene Losungen im Bereich der naturlichen Zahlen N = {1, 2, 3, ...}.
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Die Gleichung X;+Xx2+X3+...+Xs = n besitzt genau

n+s-1 n+s-1 . .
Chn+s-1,s-1) = s 1 |7 0 verschiedene Losungen

im Bereich der nichtnegativen ganzen Zahlen N, ={0, 1, 2, 3, ...}.

Aufgabe 9:
a) Wie viele verschiedene Losungen in ganzen Zahlen groRer als 5 besitzt die Glei-
chung X+y+z+w=48 ?

b) Wie viele ganzzahlige Losungen mit den Bedingungen x>5, y>6, z> 7 und
w > 8 besitzt die Gleichung aus a)?

c) Wie viele naturliche Zahlen aus der Menge M ={1, 2, 3, ..., 1 000 000} haben die
Quersumme 147? Wie viele haben eine Quersumme kleiner als 14?

d) Wie viele Terme erhalt man beim Ausmultiplizieren und Ordnen des Produktes
(Xl + Xo+ X3+ Xq+ X5)l9 ?

Aufgabe 9: (mit Verwendung der Siebformel)

a) Wie viele Losungen in natlrlichen Zahlen mit x<6,y<7,z<8 und w<9 hatdie
Gleichung X+y+z+w=317?
Hinweis: Sei X die Menge der Losungen mit x > 6, Y die der Lésungen mity > 7
usf. Benutzen Sie nun die Siebformel.

b) Wie viele Lésungen in ganzen Zahlen aus {1, 2, 3, ..., 9} besitzt die Gleichung
X+y+z+w=267?
Hinweis: Sei X die Menge der Losungen mit x > 9, Y die der Lésungen mity > 9 usf.
Benutzen Sie nun die Siebformel.

c) Ein Sack enthalt 8 Ein-Cent-Munzen, 7 Funf-Cent-Minzen, 4 Zehn-Cent-
Munzen und 3 Flnfzig-Cent-Minzen.
Wie viele verschiedene Auswahlen von 6 Minzen sind moglich?
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3.5 Das Ménages-Problem

Problemstellung:

An einem runden Tisch mit 2n Platzen sollen n Ehepaare so in ,bunter Reihe, d. h.
Frauen und Manner abwechselnd, gesetzt werden, dass keine Frau neben ihrem eige-
nen Ehemann sitzt. Wie viele verschiedene Méglichkeiten gibt es dafur?

Dieses klassische kombinatorische Problem ist schwierig. Es wurde unter dem Namen
.Ménages-Problem“ im Jahre 1891 erstmals von dem franzdsischen Mathematiker E.
Lucas (1842 - 1891) gestellt und geldst. Eine Ubersichtliche Losung mit einigen Verall-
gemeinerungen hat 1. Kaplansky im Jahr 1943 ausgearbeitet, der wir hier folgen wollen
(siehe M. Jeger, Kombinatorik; Band 1, S. 184 ff).

Bevor wir uns der allgemeinen Lésung dieses schwierigen Problems zuwenden, wollen
wir an einfachen Féllen einige Einsichten gewinnen.

n =3: n=4:

D1 D1

H3 H2
H3 H2

D2 D4

D2 D3
H4 H1

H1 D3

Hat man die Damen Dy einmal platziert (wir haben sie zyklisch im Gegenuhrzeigersinn
benannt), so gibt es offensichtlich bei n =3 Ehepaaren nur noch eine einzige Mdglich-
keit, die Herren Hy zu platzieren.

Anders dagegen bei n = 4. Dort haben wir eine der méglichen Platzierungen der Her-
ren angegeben. Man kann diese so beschreiben, dass man z. B. jeder Dame ihren im
Gegenuhrzeigersinn folgenden Nachbarn zuordnet:

_ (D1 D2 D3 D4
H3 H4 HL H2)

Aufgabe 1:

a) Geben Sie mindestens eine weitere mogliche Anordnungen der Herren firn =4
(bei fester Platzierung der Damen) an. Wie viele gibt es insgesamt?

b) Untersuchen Sie den Fall n = 5.
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Nun wenden wir uns schrittweise der Losung des Ménages-Problems zu:
Schritt 1:  k-Auswahlen aus n ohne Nachbarn.

Wir erinnern an die Ergebnisse der Uberlegungen zu Auswahlen ohne Nachbarzahlen
im vorangehenden Abschnitt 3.4 a). Dort hatten wir gefunden:

Fir die ungeordnete Auswahl von k verschiedenen Zahlen aus der Menge M ={1, 2,
3, ..., n}, bei denen keine Nachbarzahlen enthalten sind, gibt es genau

n-k+1 . . .
aon(n, k) = « verschiedene Mdglichkeiten.

Schritt 22 k-Auswahlen aus n ohne Nachbarn bei zyklischer Anordnung.

Wir wollen nun die gleiche Frage, die wir in Schritt 1 fir eine lineare Anordnung der n
Elemente in einer Reihe beantwortet haben, fur eine zyklische Anordnung der n Ele-
mente der Menge M behandeln.

Aufgabe 2:

Notieren Sie die moglichen 2-Auswabhlen fir n = 6.
Zeigen Sie dass deren Anzahl aonz(6, 2) =9 ist.

Wir werden nun eine einfache Mdglichkeit zur Berechnung der Anzahl aonz(n, k) auf-
zeigen, indem wir die moglichen Auswahlen in zwei Klassen einteilen und diese je ein-
zeln zahlen:

e A =Menge aller k-Auswahlen aus n in zyklischer Anordnung, bei denen die Zahl 1
mit ausgewabhlt ist.

In diesem Fall konnen die beiden Nachbarn der 1, ndmlich die 2 und die n nicht
ausgewahlt sein. Der Rest der Auswahl ist aber genau eine Auswahl der Art, wie wir
sie in Schritt 1 bestimmt haben: (k — 1)-Auswahl aus n in einer Reihe ohne Nach-
barn, also gibt es von der Sorte A genau aon (n — 3, k — 1) Stuck.

e B = Menge aller k-Auswahlen aus n in zyklischer Anordnung, bei denen die Zahl 1
nicht ausgewabhlt ist.

In diesem Fall erhalten wir alle mdglichen k-Auswahlen aus {2, 3, 4, ..., n} in linea-
rer Anordnung ohne Nachbarn. Davon gibt es jedoch nach unseren Uberlegungen
im Schritt 1 genau aon(n — 1, k) Stick.

e Alle gesuchten Auswahlen sind entweder vom Typ A oder vom Typ B. Daher erhal-
ten wir die gesuchte Anzahl aller k-Auswahlen ohne Nachbarn aus n in zyklischer
Anordnung zu

aonz(n, k)

aon(n-3, k-1) + aon(n-1, k) = (n -3-(k-1) +1j+(n ~1- k+1j

k-1 k

(e HE) = 2

Ergebnis:
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Die Anzahl der verschiedenen ungeordneten k-Auswahlen aus den zyklisch an-
geordneten Elementen der Menge M ={1, 2, 3, ..., n}, bei denen keine Nachbarn

auftreten, betréagt:
n n-k
aonz(n, k) = .

Aufgabe 3:

a) Notieren Sie alle 4-Auswahlen ohne Nachbarn aus der Menge M = {1, 2, 3, ..., 10}
in lexikografischer Anordnung.

b) Streichen Sie aus dieser Liste alle die aus, die bei zyklischer Anordnung wegfallen.
Wodurch sind diese gekennzeichnet?

Aufgabe 4:

Begrinden Sie die Richtigkeit der folgenden Rekursionen und leiten Sie daraus erneut
das oben genannte Ergebnis her. Verwenden Sie das Beispiel aus Aufgabe 3 zur Be-
griandung lhrer Argumentation.

a) aonz(n,k)=aon(n-1,k)+aon(n—-3,k-1)
b) aonz(n, k) = aon(n, k) —aon(n —4, k—2)
c) aonz(n, k)=2*aon(n-1, k) —aon(n — 2, k)

Aufgabe 5:

Bestimmen Sie alle mdglichen 3-Auswahlen aus 8 bei zyklischer Anordnung, bei de-
nen keine Nachbarn auftreten. Bestétigen Sie die obige Formel fur den Fall aonz(8, 3).

Schritt 3:  Das reduzierte Ménages-Problem: Ermittlung der Anzahl u(n).

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun wieder dem eigentlichen Problem
der ménages zu. Wir denken uns um den runden Tisch 2n Stiihle abwechselnd in
weilder und in schwarzer Farbe aufgestellt.

Zur Platzierung der n Damen auf diesen Stuhlen gibt es offenbar genau 2 * n!
(Auswahl der Farbe und nachfolgend Auswahl der Stuhle) Mdoglichkeiten. Dabei unter-
scheiden wir, wer am Tisch ,oben” sitzt. Tut man letzteres nicht, so sind es nur 2 * (n-1)!
Maoglichkeiten.

Zu jeder moglichen Platzierung der Damen gibt es sicher stets jeweils gleich viele mog-
liche Platzierungen der Herren geman unserer Vorschrift. Diese Anzahl hangt also al-
lein von der Zahl n ab und wir wollen sie mit u(n) bezeichnen. Es gilt also:

Die Anzahl der Losungen des Ménages-Problems betragt m(n) = 2 * n! * u(n).

Die Ermittlung der Anzahl u(n) wird als ,reduziertes Ménages-Problem” bezeichnet.
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Wir betrachten noch einmal eine Anordnung fur n = 4:
_ (DL D2 D3 D4 D1
_Lﬁ H4 HL HJ'

Wir kbnnen a vereinfacht als Permutation der

Zahlen 1, 2, 3, ..., n deuten, so dass sich a
verkirzt darstellen lasst durch

1234
- = [3412]
341 2

H3 H2

D2 D4

H4 H1
Es geht nun darum, unter den samtlichen maogli-

chen n! Permutationen von n Elementen die-
jenigen auszuwahlen, die unseren Vorschriften geniigen. Wir wollen diese in mathema-
tische Sprache fassen:

Die Permutation o muss folgenden Bedingungen gentigen:
o a(j)=] furalle j=1,2,3,...,n
o a(j)=j+1 furalle j=1,2,3,..,n-1
o a(n)=1

Wir missen also unter den samtlichen Permutationen genau diejenigen aussieben, die
den obigen drei Bedingungen geniigen. Dazu bietet sich die Siebformel an.

D3

Wir definieren nun die folgenden Mengen von verbotenen Permutationen:

e A; enthalt genau die Permutationen, fur die o(1) =1 ist. Das sind (n—1)! Stuck.
e A, enthalt genau die Permutationen, fur die o(1) =2 ist. Das sind (n — 1)! Stuck.
e Agsenthalt genau die Permutationen, fir die a(2) =2 ist. Das sind (n —1)! Stlck.
e A, enthalt genau die Permutationen, fur die o(2) = 3 ist. Das sind (n— 1)! Stlck.

e Ay enthélt genau die Permutationen, fur die a(n) = n ist. Das sind (n —1)! Stick.
e Ay, enthalt genau die Permutationen, fur die a(n) =1 ist. Das sind (n —1)! Stick.

Die Ax enthalten also genau jene Permutationen, die wir fir unsere Zwecke aussieben
missen. Jede der einzelnen Mengen Ag enthalt genau (n—1)! Permutationen. Die
Vereinigung A1 U A, U Az U Ay U ..U Ay, enthalt genau die samtlichen verbotenen
Permutationen.

Mit U bezeichnen wir die Menge aller n! Permutationen der n Elemente.

Die gesuchte Menge aller zuldssigen Permutationen ist dann die Komplementmenge
von A; U AU Az U Ay U ..U Apn beziglich U.

Wir wollen die Ax nochmals allgemein charakterisieren:

Azi1 = Menge der Permutationen o aus U, fur die gilt a() =j fur j=1,2,3,...,n
Ay
Azn

Menge der Permutationen [ aus U, fur die gilt p(g)=j+1 furj=1,2,...,n-1

Menge der Permutationen y aus U, fur die gilt y(n) = 1.
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Nun gilt es, die Anzahl der Vereinigungsmenge A; U A; U Az U Az U ... App mit Hilfe
der Siebformel zu ermitteln:

Wir Uberlegen uns die moglichen Anzahlen von
Schnittmengen z. B. A1 As.

Da sich die beiden Bedingungen fir A; und A, A2n 2
widersprechen, ist der Durchschnitt leer. Das gilt fur
je zwei Ax mit benachbarten Indizes.

Nur solche Zweierdurchschnitte konnen gemeinsa-

me Elemente haben, bei denen der Index nicht be- A3
nachbart ist. Das sind aber genau jene Zweieraus-

wahlen ohne Nachbarn aus der zyklischen Anord-

nung der 2n der Mengen Ax. Davon gibt es genau

aonz(2n, 2) Stick. A4

Jeder dieser Zweierdurchschnitte enthalt offensicht-
lich genau (n—2)! Permutationen.

Analoges gilt fur die Dreierdurchschnitte: Es liefern nur diejenigen einen Beitrag, bei
denen keine zwei Indizes benachbart sind. Davon gibt es aonz(2n, 3) mitje (n— 3)!
Permutationen.

Usf.

Mit Anwendung der Siebformel erhalten wir daher die Anzahl u(n) der zulassigen Per-
mutationen des reduzierten Ménages-Problems:

um) =ni-2n* (-t + 2 [2” Zj (n-2)! - nzig*(znz_BJ*(n—B)H .

Al

n . 2:n —k
Ergebnis:

Die Anzahl der mdglichen Anordnungen des Ménages-Problems fur n Ehepaare
betragt

m@n) = 2l *u(n) = 2*n|*2( 1)k*zfn”k [Z*E_kj*(n—k)!

Wir fiigen ein MAPLE-Programm bei, das uns die Werte fir u(n) und m(n) berechnet
und stellen eine Ubersichtliche Tabelle auf:

>u:=proc(n); u(n) = Anzahl fur das reduzierte Ménages-Problem
sum(*(-1)"k * (2*n/(2*n-k)) * binomial(2*n-k,k) * factorial(n-
k)", "k"= 0..n ); end proc;
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u := proc (n)
sum('2x(-1)"kxnxbinomial(2xn —k, k)x(n —k)¥/(2xn - k)", 'k'=0 .. n)
end proc

> u(5);
13

In der folgenden Tabelle haben wir die Werte fir n von 2 bis 10 noch einmal tbersicht-

lich zusammengefasst:
u(n) = Anzahl der Permutationen fur das reduzierte Ménages-Problem

m(n) = Anzahl der Permutationen fur das volle Ménages-Problem.

A [B[C[D] E F G H | J

1/ n 21 3 |4 5 6 7 8 9 10

2| 2nl | 4| 12| 48 240 1440 10080 80640 725760 7257600
glun)l0 | 1|2 13 80 579 4738 43387 439792

4| m(n)l 0 | 12| 96/ 3120| 115200 | 5836320 | 382072320 31488549120 | 3191834419200
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3.6 Das Josephus-Problem

Problemstellung:

Das Josephus-Problem geht zurtick auf den Aufstand der Juden gegen Rom im Jahre
70 nach Christus (siehe z. B. Massada). 40 Juden waren in einer Hohle eingeschlos-
sen. Um nicht dem Feind in die Hande zu fallen, beschlossen sie, sich selbst zu toten.
Sie stellten sich im Kreis auf und der Reihe nach wurde jeder Siebente von den ubrig
bleibenden getttet. Der Geschichtsschreiber Flavius Josephus hat sich geschickt in die
Reihe gestellt, ist tGibrig geblieben und hat den Fall berichtet. An welcher Stelle in der

Reihe musste er sich aufstellen?

Der einfache Fall k = 2.

Wir I6sen das Problem fur den Fall, dass jede zweite Person in der Reihe getotet wird,
also fur k = 2. Mit f(n) bezeichnen wir die Nummer des letzten Uberlebenden bei an-

fanglich n Personen.

Fur n=1 istder ,Rettungsplatz* f(1) = 1. Auch fir n=2 erhalt man sofort f(2) = 1.

Nun Uberlegen wir fur eine gerade bzw. eine ungerade Personenanzahl n getrennt:

a) n =2s, also n gerade:

b)n =2s + 1, also n ungerade:

11 1
10 2
9 3
8 4
5

Bei beiden Anordnungen nummerieren wir die n Personen zunachst durch (schwarz).

Die bei der ersten Runde getbtteten (rot)
werden gestrichen und die Ubrigen neu
nummeriert, wobei sich folgende
Neunummerierung (blau) ergibt:

1 35 ... 25-1
12 3 .. S
Bei der 2. Runde Uberlebt die Person mit

der neuen Nummer f(s).

Dies ist aber genau die Person, die bei der
ursprunglichen Nummerierung die Nummer
f(2s) = 2 * f(s) =1 hatte.

Also gilt folgende Rekursion:
f(2s)=2*f(s) -1

Bei der 1. Runde wird die Nummer 1
mit get6tet und die Neunummerierung
(blau) sieht in diesem Falle wie folgt
aus:

3 5 7 ... 25+1
1 2 3 .. S
Bei der 2. Runde Uberlebt die Person

mit der neuen Nummer f(s).

Diese Person hatte aber zuvor die
ursprungliche schwarze Nummer
f(2s+1) = 2 * f(s) +1.

Also gilt folgende Rekursion:
fs +1)=2*f(s)+1
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Mit Hilfe dieser beiden Rekursionsformeln lasst sich die Josephus-Nummer fur k = 2
sofort mit Hilfe eines einfachen Programms berechnen. Wir benétigen dazu die Kenn-
zeichnung von geraden bzw. ungeraden Zahlen. Das erreicht man mit der in MAPLE
verfugbaren Restfunktion irem. Die Funktion irem(n, k) gibt den Rest bei der Division
von n durch k an und die Funktion iquo(n, k) gibt den Quotienten dieser Division an:

> jJosephus2:=proc(n::integer);

Fur das Josephus-Problem mit k=2 (jeder 2. wird getétet) wird die Nummer des letzten Uberlebenden
bestimmt.

iIf (n=1o0rn-=2) then 1;
elif irem(n,2)= 0 then ( 2 * josephus2(iquo(n,2)) -1 );
else ( 2 * josephus2(iquo(n-1,2)) + 1 );
end 1f;
end proc;
josephus?2 := proc (n::integer)
ifn=1or n=2then 1
elif irem(n, 2) =0 then 2xjosephus2(iquo(n, 2)) — 1
else 2xjosephus2(iquo(n—1,2))+1

end if

end proc
> josephus2(16);

1
> josephus2(17);

3
> josephus2(18);

5
> josephus2(19);

7
> josephus2(20);

9

Die genaue Betrachtung dieser Ergebnisserie legt eine einfache Vermutung nahe. For-
mulieren und begrinden Sie diese Vermutung selbststandig.

Wir wollen nun die gesuchte Positionsnummer f(n) fir den Fall k = 2 auch explizit und
nicht mehr nur rekursiv bestimmen:

Fur n=2"ist f(n) = f(2™) = 1. Dies macht man sich schnell durch genaue Betrachtung
der obigen Umnummerierungsmethode klar.

Sei nun m maximal mit 2™ <n, alson=2" - (n-2").
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Wir l6schen zunachst die Nummern 2,4, 6,8, ..., 2* (n—2"). Das sind (n —2") Stlick
und daher bleiben genau 2™ Personen Ubrig. Die erste dieser verbleibenden 2™ Per-
sonen wird jedoch Uberleben. Sie hat die Nummer

fn)=2*(-2"+1 wobei m =|log,(n)]

Dabei bezeichnet | x| die groRte ganze Zahl kleiner oder gleich x (,Boden von x).
Damit haben wir die Nummer des letzten noch einzigen Uberlebenden fur k = 2 und
beliebiges n bestimmt.

Beispiel:
n=50=32+18=2%+18. Es ist also m = 5 = log, (50)
Damit erhélt man: f(50) =2 * (50— 2%) +1=2* (50—32) + 1 =2 * 18 + 1 = 37.

Es gibt nun eine ganz einfache Regel, mit der man diese Nummer erhalten kann:

~Schreibe n im Dualsystem. Bringe die erste Dualziffer von vorne ans Ende dieser Zahl.
Dann hast Du die Nummer des letzten Uberlebenden in Dualform.*

Uberpriifen Sie die Richtigkeit dieser Regel an einigen Beispielen.

Wir werden diese Regel beweisen. Dazu schreiben wir n in Dualform:
N=2"+N-2" = (1Zn1Zm2Zm1 ... Z1Z0)2 = 1 * 2™ + (Zm-1Zm-2Zm-1 ... Z1Z0)2
Nun wenden wir die Regel an und erhalten

(Zm1Zm2Zm1 - Z1Zo1)2 = 2 * (ZmaZm-2Zm-1 ... Z1Z0)2 + 1 =2 * (n=2") + 1 = f(n).

Damit ist diese Regel bewiesen.
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4. Anhang

4.1 Grundbegriffe der Mathematik (Mengen, Relationen, Funktionen)

In diesem Kapitel sollen in einfachster Form einige formale Grundbegriffe der Mathe-
matik zusammengestellt werden, die Mathematiker als Beschreibungs- und Darstel-
lungsmittel benutzen. Im Wesentlichen sind dies die wichtigsten Mengen und Relati-
onsbegriffe.

1. Mengen

Georg Cantor (dt. Mathematiker 1845-1918; gilt als Begriinder der Mengenlehre) hat
den Begriff der Menge (englisch: set) definiert als eine ,Zusammenfassung von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten unseres Denkens oder unserer An-
schauung zu einem Ganzen®“.

Dahinter steckt die Idee, dass man aus vorliegenden Objekten bestimmte, allerdings
untereinander verschiedene, herausgreifen kann, und diese Sammlung dann als neues
Objekt betrachten kann. Beachten Sie bitte, dass es bei der Zusammenfassung auf die
Reihenfolge der Elemente nicht ankommt. Wir geben einige Beispiele:

e A={0,1,2,3,4,56,7,8,9}={0,2,4,6,8,1,3,5,7, 9}
= Menge der Ziffern im Dezimalsystem.

e B={a,e,li 0,u}=Menge der Vokale im deutschen Alphabet.

e C={..-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}={0,1,-1,2,-2,3,-3, ..}
= Menge der ganzen Zahlen

e D ={}=leere Menge.
e E={a,bcde,..XY,z}=Menge aller Buchstaben des deutschen Alphabets.
e F={1,2,3,4,5,6, ..} = Menge aller natlrlichen Zahlen

e G={1,4,9, 16,25, ..} ={x? | xeF}
= Menge aller Quadratzahlen von natirlichen Zahlen

e H={x | xeC und -5<x <10}
= Menge aller ganzen Zahlen zwischen -5 und 10 (inklusive -5, aber ohne 10).

Das Zeichen e (griechisches Epsilon) zwischen einem Objekt und einer Menge bedeu-
tet: ,...ist ein Element der Menge ..."“ d. h. das voranstehende Objekt gehért zu der
nachstehenden Menge. Es gilt z. B. 1 € A, aber 1 ¢ B.

Wir haben in den obigen Beispielen in aller Regel zwei Formen zur Angabe von Men-
gen benutzt:

o Die aufzdhlende Form, bei der die einzelnen Elemente der Menge explizit aufge-
zahlt werden — sofern dies moglich ist. Sie wird als extensionale Form bezeichnet.

e Die beschreibende Form bei der die Elemente der Menge durch ihre Eigenschaften
beschrieben werden. Sie wird als intensionale Form bezeichnet.

Den Begriff ,Hund” z. B. kann man extensional beschreiben, indem man alle Dinge, die
zu ihm gehoren, aufzahlt, also den Umfang des Begriffs bestimmt. In dieser Weise
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lernen kleine Kinder den Begriff des Hundes: Geht die Mutter mit dem Kind spazieren
und trifft auf ein entsprechendes Wesen, so sagt sie: ,Schau, das ist ein Hund®. Damit
wird dieses Objekt als ein Element der Menge ,Hunde" festgelegt. Beim Kind kénnen
anfangs durchaus Unsicherheiten auftreten und es sagt ,Hund* zu einem Wesen, das
ahnlich aussieht, aber ,miau“ macht. Dann sagt die Mutter: ,Nein, das ist kein Hund".
Sie grenzt also die Menge der Hunde ab, indem sie die Katze als nicht zur Menge der
Hunde gehdriges Objekt (Element) diskriminiert.

In einem Tierlexikon wird der Begriff des Hundes dagegen nicht extensional also dem
Begriffsumfang nach, sondern intensional beschrieben, d. h. es wird der Inhalt des
Begriffs bestimmt etwa in der folgenden Weise:

»Ein Hund ist ein Saugetier (also eine Teilmenge der Menge aller Sdugetiere) mit fol-
genden Eigenschaften: Er hat ein Fell, vier Beine, einen Schwanz und er gibt Wau-
Wau-Laute von sich.”

Damit ist der Begriff des Hundes seinem Inhalt nach beschrieben.

Die moderne Mathematik neigt dazu, Begriffe extensional, also ihrem Umfang nach, d.
h. in aufzahlender Form zu beschreiben. Das erh6ht zwar die Eindeutigkeit und Klarheit,
jedoch nicht immer das Verstandnis fiur den Lernenden. Vielfach ist es daher hilfreich,
Begriffe auch intensional ihrem Inhalt nach, d. h. gemal den sie definierenden Eigen-
schaften kennen zu lernen.

Wir wollen dafiir ein Beispiel geben:

Wir gehen aus von der Menge X ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} also den natirlichen Zah-
len bis einschlief3lich 10. Durch folgende extensionale Angabe von Zahlenpaaren ist
eindeutig eine bestimmte Beziehung (Relation) in dieser Menge festgelegt:

T={(11);(1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6); (1,7); (1,8); (1,9); (1;10); (2,2); (2,4); (2,6);
(2,8); (2,10); (3,3); (3,6); (3,9); (4,4); (4,8); (5,5); (5,10); (6,6); (7,7); (8,8); (9,9); (10,10) }.

Die Menge T — man muss schon genauer hinsehen um dies sofort zu erkennen — be-
schreibt fur die Elemente der Menge X die Relation ,, ... ist ein Teiler von ..., denn das
Paar (x, y) kommt genau dann in T vor, wenn ,x ein Teiler von y* ist. Die Menge
der Paare T ist also genau die extensionale Form der Eigenschaft, die in intensionaler
Form, also ihrem Inhalt nach, durch ,x ist ein Teiler von y* beschrieben wird.

Ein weiteres Beispiel mag hilfreich sein: Sieht man einer Person an, ob sie Einwohner
von Stuttgart ist oder nicht? Gibt es eindeutige intensionale Kriterien daftir? Man wird
schwerlich solche finden. Dagegen kann man sich durch einfaches Nachsehen in der
Liste der Einwohner von Stuttgart, also der extensionalen Form des Begriffs ,Einwohner
von Stuttgart” einfach davon tberzeugen, ob die betreffende Person ,Einwohner von
Stuttgart” ist oder nicht. Die extensionale Form von Begriffen kommt im taglichen Leben
durchaus nicht selten vor (z. B. Flensburger Verkehrssiinderkartei; Personenregister im
Standesamt; Grundbiicher etc.).

Man nennt eine Menge X eine Teilmenge der Menge Y, wenn jedes Element von X
auch ein Element von Y ist. In Zeichen: X c Y. Lasst man auch Gleichheit zu, so
schreibt man: X c Y.

Die Zeichen c (ist Teilmenge von) bzw. c (ist Teilmenge oder gleich) werden also
ganz analog benutzt wie die Zeichen < bzw. < bei Zahlen.

Fur die obengenannten Beispiele gilt z. B. B — E ebenso wie B c E.
Fernerist z. B. A c C aber A ¢ F (warum nicht?).
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Es kann durchaus vorkommen, dass eine Menge selbst wieder als Element einer ande-
ren Menge festgelegt wird. Wir kdnnen etwa mit den oben genannten Beispielen die
folgende neue Menge bilden: L={D,B,A 0,1, 3, 4a,e,i,0,uU}

Dabei muss beachtet werden, dass die Buchstaben D, B und A die oben definierten
Mengen bezeichnen sollen.

Dann gelten die folgenden Beziehungen: AeLAzL BelL;BclLiael;azL.

Fur Lernende erweist sich der Umgang mit der leeren Menge D als besonders schwie-
rig. Die leere Menge wird Ublicherweise mit dem Symbol & ={} = leere Menge be-
zeichnet. Sie besitzt tberhaupt kein Element. Wir haben sie oben mit D bezeichnet. Es
giltalso D = .

Machen Sie sich am Beispiel klar, dass sowohl gilt D € L, d. h. die leere Menge D ist
ein Element von L und aul3erdem gilt D c L, d. h. die leere Menge ist eine Teilmenge
von L.

Merke: Die leere Menge & ={} isteine Teilmenge jeder beliebigen Menge, ins-
besondere gilt also auch @ c &. Dagegen gilt nicht & € &.

2. Mengenoperationen (Verknupfungen)

Man kann Mengen auf die verschiedensten Weisen miteinander verknupfen. Wir stellen
die einfachsten Beispiele vor.

Der Durchschnitt von Mengen (UND-Menge bzw. SOWOHL-ALS-AUCH-Menge):

Betrachten wir die Mengen A und F aus den angegebenen Beispielen, so kdnnen wir
nach der Menge fragen, die genau diejenigen Elemente enthalt, die zu A und zu F ge-
horen, d. h. sowohl zu A als auch zu F. Diese nennen wir den Durchschnitt von A und
F und schreiben: AnNnF={1,4,9} =K

Man liest A n F als , A geschnitten mit F* und bezeichnet die Menge K als den
»Dburchschnitt* oder die , Schnittmenge” von A und F.

Aufgabe 1:

a) Bilden Sie selbst Beispiele fur Schnittmengen.

b) Was kbnnen Sie aus der Beziehung X n'Y = X folgern?
c) Was ergibt X n X = ? fur eine beliebige Menge?

d) Zeigen Sie, dass fur beliebige Mengen X und Y stets gilt:
XNY=YnX. (Kommutativgesetz).

e) Was ergibt & n X =7 fur eine beliebige Menge X?

f) Zeigen Sie anschaulich, dass fur die Schnittbildung von Mengen stets das Assozia-
tivgesetz gilt: (XnY)nZ=Xn (YN 2).

g) Warumgiltstets XnYc X und XNnYcY?
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X XnY Y
Die bildliche Darstellung fur den Durchschnitt von
Mengen zeigt nebenstehendes Beispiel, bei dem der
Durchschnitt der beiden Mengen X und Y schraffiert '
dargestellt ist.

Die Vereinigung von Mengen (ODER-Menge):

In vielen Fallen will man alle Elemente zusammenfassen, die entweder in der Menge X
oder in der Menge Y oder aber in beiden, also in X oder Y* vorkommen, wobei mit oder
das nicht-ausschlie3ende oder gemeint ist — in der Umgangssprache oft mit
»und/oder* bezeichnet. Wir wahlen als Beispiel die Vereinigung von A und G:
AuG={0,1,23,45,6,7,8,9, 16, 25, 36, ...} = M.

Man liest A U G als , A vereinigt mit G* und bezeichnet M als die , Vereinigung* oder

»vereinigungsmenge® von A und G.

/4 A\

Nebenstehendes Diagramm zeigt schraffiert die
Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B. \

—

Aufgabe 2:

a) Bilden Sie selbst Beispiele fur Vereinigungsmengen.

b) Was kénnen Sie aus der Beziehung X U Y = X folgern?
c) Was ergibt X U X =? flr eine beliebige Menge X?

d) Zeigen Sie, dass fur beliebige Mengen X und Y stets gilt:
XuY=YuY. (Kommutativgesetz).

e) Was ergibt & u X =7 fiur eine beliebige Menge X?

f) Zeigen Sie anschaulich, dass fur die Vereinigung von Mengen stets das Assoziativ-
gesetz gilt: XuY)uzZ=Xu(Yu?2).

g) Warum giltstets XcXuY und YcXuY und XNYcXuUY?
h) Zeigen Sie die Gliltigkeit folgender Distributivgesetze fir die Mengenverknipfungen:

XNnYuz)=XnY)uXn2 Xu(YnZ)=XuY)n(Xu?2
Vergleichen Sie mit den Distributivgesetzen fir die Addition und Multiplikation von
Zahlen.

Die Differenzmenge (ZWAR-ABER-NICHT-Menge):

Mit ,X aulRer Y* wird die Menge all der Elemente bezeichnet, die zwar in X, aber nicht
in Y vorkommen, also alle Elemente von X mit Ausnahme der Elemente von Y.

A/B={x | xeA aber x¢B } =.,A aul3er B heil3t die Differenzmenge von A und B.
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Aufgabe 3:

a) Zeichnen Sie ein Mengenbild fur die Differenzmenge zweier Mengen.
b) Was ergibt X/ & = ? fur eine beliebige Menge X?

c) Was folgtaus X/Y =X? Wasergibt X/ X =7

d) Warum gilt fir die Differenzmenge weder das Kommutativ- noch das Assoziativge-
setz? Geben Sie Beispiele.

Die symmetrische Differenz (ENTWEDER-ODER-Menge):

Statt nach den Elementen von X oder Y oder von beiden, kann man nach den Elemen-
ten fragen, die entweder in X oder in Y, jedoch nicht in beiden zugleich vorkommen.
Diese fasst man zur symmetrischen Differenz zusammen:

XAY=(XuUY)/(XnY)=Menge aller Elemente, die entweder zu X oder zu Y, aber
nicht zu beiden gehéren = symmetrische Differenz von Xund Y.

Aufgabe 4:
a) Bilden Sie Beispiele fir symmetrische Differenzen mit den obigen Mengen.

b) Zeigen Sie, dass fur die symmetrische Differenz das Kommutativgesetz und das
Assoziativgesetz gilt.

c) Was ergibt X A X, was X A & fur beliebige Mengen X?
d) Was schlie3en Sie aus der Tatsache dass XAY =X ist? Wannist XAY =g ?

Das kartesische Produkt (Kreuzprodukt) von Mengen:

Die Felder eines Schachbretts werden eindeutig durch Angabe der Zeile (Buchstaben A
bis H) und der Spalte (Ziffern 1 bis 8) beschrieben. Zu Beginn des Schachspiels sitzt z.
B. die weil3e Dame auf dem Feld D1 und der schwarze Konig auf E8. Aus der Menge
Z={A,B,C,D, E,F, G, H} der Zeilen und der Menge S ={1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8} der
Spalten eines Schachbretts kann man durch eine Verknipfung Paare bilden. Mit samtli-
chen moglichen geordneten Paaren bildet man eine neue Menge, die die einzelnen
Felder des Schachbretts beschreibt. Diese Menge heil3t das Kartesische Produkt oder
das Kreuzprodukt Z x S der beiden Mengen.

ZxS={(X,y) | xeZ und yeS } = kartesisches Produkt = Kreuzprodukt.

Beachten Sie bitte, dass es sich bei dieser Bildung um geordnete Paare handelt, d. h.
dass inder Regel Zx S und S x Z verschieden sind. Man kann sich dies an folgen-
dem Beispiel einigermal3en klarmachen:

Gegeben sind die folgenden Mengen V = {Haus, Spiel } und W = {Ball, Rat, Tor}.
Bilden Sie einmal die Menge V x W und dann die Menge W x V. Der Unterschied wird
klar, wenn Sie die Paare zu zusammengesetzten Hauptwortern zusammenziehen. Man
muss eben zwischen ,Hausrat“ und ,Rathaus* unterscheiden konnen!
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Die Potenzmenge einer Menge:

Als letzte Operation mit Mengen stellen wir die Bildung der sogenannten Potenzmenge
einer Menge vor. Bei dieser werden die samtlichen Teilmengen einer gegebenen
Menge zu einer neuen Menge zusammengefasst. Diese wird als Potenzmenge der
Ausgangsmenge bezeichnet:

Beispiel:
Gegeben sei die Menge M ={1, 2, 3} mit 3 Elementen.
Wir notieren zuerst alle méglichen Teilmengen von M:

Teilmengen von M mit 0 Elementen: g={}.

Teilmengen von M mit 1 Element: E={1} Z={2} D = {3}
Teilmengen von M mit 2 Elementen: e={2, 3} z={1, 3} d={1, 2}.
Teilmengen von M mit 3 Elementen: M= {1, 2, 3}.

Die Potenzmenge von M besteht aus allen diesen 8 aufgezéhlten Teilmengen von M:

Pot (M) ={X | X M}={{} {1} {2} {3} {L, 2} {1, 3}; {2, 3} {1, 2, 3} }
={J,E,Z,D,e, z,d, M }.

Notieren Sie ebenso die Potenzmengen von X ={a, b} undvonY ={1, a, 2, b}.

3. Listen: Geordnete n-Tupel.

Dem Begriff der Menge muss noch ein weiterer fur die Mathematik wichtiger Begriff zur
Seite gestellt werden, der Begriff der Liste oder des (geordneten) n-Tupels.

Eine Liste bzw. ein n-Tupel ist eine geordnete Zusammenfassung von endlich
vielen bestimmten Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu ei-
nem Ganzen.

Vergleichen wir diese Definition mit der zu Anfang fir Mengen gegebenen, so fallen die
folgenden wesentlichen Unterschiede sofort ins Auge:

e Eine Liste ist stets endlich, im Gegensatz zu einer Menge, die durchaus unendlich
sein kann.

¢ Die Elemente (auch Glieder) einer Liste sind geordnet, im Gegensatz zur Menge.
Man kann also stets genau sagen, welches, das erste, zweite, dritte, ... Element
oder Glied einer Liste ist.

¢ In einer Liste missen die Elemente nicht notwendig verschieden sein, sie kbnnen
sich durchaus wiederholen.

Beispiele von Listen sind etwa Worte Uber einem Alphabet:
Man kann das Wort ,Mathematik“ betrachten als eine geordnete Liste von Buchstaben:
[M,A, T,H E,M,A T, H,IK].

Weitere wohlbekannte Beispiele fur Listen sind geordnete Paare von Koordinaten wie
z. B. (2; 5) fur Punkte in der reellen Ebene oder Tripel wie z. B. (7; 9; -4) fur Punkte im
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dreidimensionalen Raum, oder Quadrupel von vierdimensionalen Vektoren wie (2; 7; -5;
9) oder verallgemeinert eben n-Tupel, also n-stellige Listen.

Selbstverstandlich kdnnen die Elemente einer Liste von sehr unterschiedlicher Art sein
wie im folgenden Beispiel:

L=[a, 6, Albert, 915, [1, 2, 3], {a}, {}, a].

In dieser Liste L mit 8 Elementen oder Gliedern ist das funfte Glied selbst eine Liste und
das erste Glied kommt wiederholt nochmals als letztes vor. Listen haben den Vortell,
dass man auf ihre Glieder definiert zugreifen kann. Man kann z. B. das erste, zweite,
dritte, ..., vorletzte, letzte Glied der Liste herausgreifen, ersetzen oder streichen. Man
kann ebenso ein weiteres erstes oder letztes Glied der Liste hinzufligen. Die entspre-
chenden Operationen sind im Anhang 2 als Listenoperationen fir das Computeralgeb-
rasystem MAPLE erlautert (siehe dort).

4. Relationen

Wir betrachten die nebenstehende geometrische Figur.
Zwischen der Menge P = {A, B, C, D} der Punkte und der
Menge der G ={f, g, h, i, ], k} Geraden besteht eine Bezie-
hung (Relation), die wir durch Aufzahlung der Paare be-
schreiben kdnnen.

Ein Punkt X aus der Menge P steht genau dann mit einer Gerade y aus der Menge G in
Relation, wenn der Punkt X auf der Geraden y liegt. Diese Relation heif3t Ublicherweise
die ,Inzidenzrelation®. Man kann diese beschreiben durch Aufzahlung aller Paare, fur
die die Relation zutrifft, oder durch ein Pfeilbild oder durch eine Ankreuztabelle. Alle drei
Formen haben wir nachstehend dargestellt.

Paarmenge:
{ (A D (A D) (A )); (B, ); (B, 9); (B, K); (C, 9); (C, h); (C, j); (D, h); (D, i); (D, k) }
Ankreuztabelle:

f g h i j Kk
A X X X
B X X X
C X X X
D X X X

Beim Pfeilbild geht jeweils ein Pfeil vom Punkt X zur Geraden y, wenn das Paar (X, y)
zur Relation gehort, also in der Paarmenge aufgefuhrt ist, bzw. wenn in der Ankreuzta-
belle in der Zeile von X und der Spalte von y ein Markierung angekreuzt ist. Wir verzich-
ten auf die Wiedergabe des Pfeilbildes.

In Verallgemeinerung dieses Beispiels kommt man zu folgender
Definition:

Ist AxB={(x,y) | xeA und yeB} das kartesische Produkt der Mengen A und B so
bezeichnet man jede Teilmenge R < A x B als eine Relation aus A in B.

H&aufig besteht eine Relation zwischen den Elementen ein- und derselben Menge, d. h.
es ist A = B. In diesen Fallen spricht man von einer Relation in der Menge A.
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Wir geben einige einfache Beispiele:
EsseiA={1, 2, 3, 4,5, 6}.

Wir wahlen die Teilerrelation in A und erhalten als Paarmenge die Menge R; ={(1,1);
(1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6); (2,2); (2,4); (2,6); (3,3); (3.6); (4.,4); (5,5); (6,6)}-
Geben Sie fur dieses Beispiel ein Pfeildiagramm und eine Ankreuztabelle an.

Als zweites Beispiel wahlen wir die Teilerfremdheit. Zwei Zahlen nennen wir zueinan-
der teilerfremd, wenn sie als einzigen gemeinsamen Teiler die Zahl 1 haben. So sind z.
B. 2 und 3 zueinander teilerfremd, nicht aber 4 und 6, denn die letzteren haben auch
den gemeinsamen Teiler 2. Erstellen Sie fur diese Relation R, in der Grundmenge A die
Paarmenge, ein Pfeilbild und die Ankreuztabelle.

Triviale Relationen in einer Menge A sind die Gleichheitsrelation, die volle Relation und
die leere Relation:

Gleichheitsrelation:

D={(x,x)| xeA}, d. h. x steht genau dann mit y in Relation, wenn x =y ist.
Wie sieht die Paarmenge, wie das Pfeilbild und wie die Ankreuztabelle dieser Relation
aus? Warum nennt man diese Relation manchmal auch ,Diagonale*?

Volle Relation:

V =Ax A, d. h. jedes Element von A steht mit jedem in Relation.
Wie sehen nun Paarmenge, Pfeilbild und Ankreuztabelle aus?
Warum heil3t diese Relation wohl ,volle Relation*?

Leere Relation:

® ={}. Dies ist ein besonders schwieriger Trivialfall, denn es gibt kein einziges Paar
von Elementen, die zueinander in Relation stehen. Das Pfeilbild enthalt also keinen ein-
zigen Pfeil und in der Ankreuztabelle ist kein einziges Feld angekreuzt.

Eigenschaften von Relationen in einer Menge:

Zwei Typen von Relationen sind in der Mathematik von besonderer Wichtigkeit, die A-
quivalenzrelationen und die Ordnungsrelationen.

Beispiele fur Aquivalenzrelationen in einer Menge:

a) In der Menge von Geraden der Ebene oder des Raumes betrachten wir die Relation
.St parallel zu“. Diese hat folgende Eigenschaften:

e (R) Jede Gerade ist zu sich selbst parallel.
e (9 Wenn a parallel zu b ist, so ist auch b parallel zu a.

e (T) Wenn a parallel zu b und b parallel zu c ist, dann ist auch a parallel zu c.
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Betrachtet man diese Relation fir alle Geraden der Ebene oder des Raumes, so bil-
den sich Klassen von zueinander parallelen Geraden heraus. In jeder Klasse steht
jede Gerade in Relation zu jeder anderen. Geraden in verschiedenen Klassen ste-
hen jedoch nicht in Relation zueinander. Jede solche Klasse von zueinander paralle-
len Geraden bezeichnet man als eine ,Richtung”.

b) In einer Menge von Personen betrachten wir die Relation ,ist im gleichen Jahr gebo-
ren wie“. Diese hat ebenfalls die drei oben genannten Eigenschaften (R), (S) und
(T). Uberprifen Sie dies. Was sind die ,Klassen” dieser Relation?

Dieser Typ von Relation ist eine Verallgemeinerung der Gleichheit, die ebenfalls diese
drei Eigenschaften der Reflexivitat (R), der Symmetrie (S) und der Transitivitat (T)
hat.

Wir geben die Definition fir diese drei Eigenschaften einer Relation R an:

(R) Jedes Element a der Menge steht zu sich selbst in Relation: 7/ (a,a)eR.
asM
(S) Fur alle Elemente a, b der Menge gilt: Wenn a in Relation zu b, dann auch b
in Relation zu a. Y (@b)eR=(ba)eR
a,beM
(M) Fur alle Elemente a, b und ¢ der Menge gilt: Wenn a in Relation zu b und b in

Relation zu c steht, dann steht auch a in Relation zu c:

VY [(@b)eRA(bc)eR]=(ab)eR
a,b,ceM

Relationen mit diesen drei fundamentalen Eigenschaften der Gleichheit kommen in der
Mathematik sehr haufig vor. Man gibt ihnen daher einen eigenen Namen:
Definition:

Eine Relation R in einer Menge A nennen wir eine Aquivalenzrelation (RST-Relation)
genau dann, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Die naturliche Folge jeder Aquivalenzrelation ist eine Klasseneinteilung der betrachteten
Menge in Klassen zueinander &quivalenter Elemente, wie in den beiden Beispielen o-
ben beschrieben. Umgekehrt gehort zu jeder Klasseneinteilung einer Menge M — das ist
eine vollstandige Einteilung von M in nichtleere und zueinander disjunkte Teilmengen —
in natlrlicher Weise eine Aquivalenzrelation: Genau die Elemente, die zu ein und der-
selben Klasse gehoren, stehen zueinander in Relation, alle anderen nicht.

Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilungen sind also nur zwei verschiedene
Erscheinungsformen (Beschreibungen) desselben Sachverhalts.

Beispiele fur Ordnungsrelationen in einer Menge:

a) Inder Menge M ={1, 2, 3, ..., 10} betrachten wir die Relation ,ist kleiner oder gleich”
(). Diese hat folgende Eigenschaften:

e Die Relation ist reflexiv, sie hat die Eigenschatft (R).
e Die Relation ist transitiv, sie hat die Eigenschatft (T).
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e Firalle x, y aus M gilt: Wenn x <y und y < x gilt, dann ist x = y. Man sagt, die
Relation sei antisymmetrisch oder identititv.

Was bedeutet die Antisymmetrie fur das Pfeildiagramm der Relation?

b) In der Menge M von Beispiel a) betrachten wir die Relation ,ist Teiler von“. Sie hat
ebenfalls die drei Eigenschaften (R), (T) und Antisymmetrie (A) bzw. Identitivitat (1).
Uberzeugen Sie sich davon, was dies im Einzelnen bedeutet.

Fir die neue Eigenschaft der Antisymmetrie bzw. ldentitivitat geben wir zwei zueinander
aquivalente Definitionen:

(A), (I)  Fur je zwei beliebige Elemente a, b der Menge M gilt: Wenn a in Relation zu b
und b in Relation zu a steht, so ist a = b, d. h. im Pfeildiagramm kann zwi-
schen verschiedenen Elementen nie sowohl ein Hin- als auch ein Rickpfeil
vorhanden sein.

v [@b)eRA(ba)eR]=a=b
a,beM

(A), ()  Fur beliebige a = b der Menge M gilt: Wenn a in Relation zu b steht, dann
steht b nicht in Relation zu a.

v [@b)eRra=b]=(ba)eR
a,beM

Definition:

Eine Relation R in einer Menge A nennen wir eine Ordnungsrelation (RAT- bzw. RIT-
Relation) genau dann, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch (d. h. identitiv) und transi-
tiv ist.

Hinweis:

Die Reflexivitat ist fir Ordnungsrelationen unwesentlich. Man kann durch Weglassen
aller Paare der Form (X, x) jede reflexive Ordnungsrelation zu einer irreflexiven Ord-
nungsrelation machen, die nur noch die Eigenschaften (A) und (T) besitzt. Diese beiden
sind wesentlich fir Ordnungsrelationen.

5. Funktionen (Abbildungen)

Funktionen oder Abbildungen aus einer Menge A in eine Menge B sind spezielle Re-
lationen aus A in B mit den folgenden beiden Eigenschaften:

Eine Relation aus A in B, also eine Teilmenge F — A x B, heil3t Funktion aus A in B,
falls

(1)  fur jedes Element x € A gibt es mindestens ein Elementy e Bmit (x,y) € F
(2)  fur jedes Element x € A gibt es hdchstens ein Elementy € B mit (X, y) € F.
Die erste Eigenschaft nennt man Linkstotalitat, die zweite Rechtseindeutigkeit.
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Zusammengefasst:
Es gibt zu jedem x € A genau einy € B mit (x,y) € F.

Bei Funktionen bezeichnet man dieses eindeutig bestimmte zu x gehdrige y haufig auch
mit dem Symbol y = F(x).

Beispiele fur Funktionen:

a)f: x> 2*x+3ausRinR.

b) g: x —> x| vonRinR

c) h: n —» Teileranzahl von n von Nin N

d) j: n —> Anzahl der Dualketten von Lange n von N in N

e) k: (n, k) > Anzahl der k-Teilmengen einer n-Menge von NxN in N

f) m: n — Anzahl der verschiedenen additiven Zerlegungen der Zahl n von N in N

g) g: X > x2 bzw. y = x2. Die Quadratfunktion ist eine Abbildung von R auf R; .

Die wichtigsten Darstellungsformen fiir Funktionen sind nattrlich die fur Relationen:

Paarmenge, Ankreuztabelle und Pfeildiagramm. Sehr haufig werden Funktionen jedoch
auch durch Gleichungen bzw. durch ihre Schaubilder im Koordinatensystem dargestellt.

Jede Funktion ist linkstotal und rechtseindeutig. Diese beiden Eigenschaften sind Be-
standteil des Funktionsbegriffs. Dartber hinaus kdnnen Funktionen jedoch noch weitere
zusatzliche Besonderheiten aufweisen:

Eine Funktion f aus A in B, bei der jedes Element der Zielmenge B h6chstens einmal
als Bild eines Elements aus A vorkommt, nennen wir eine injektive Funktion.

Eine Funktion f aus einer Menge A in eine Menge B nennen wir injektiv, wenn es
zu jedem Element y aus B hdchstens ein Element x aus A gibt mit f(x) = .

Man kann dies noch auf andere Weisen definieren:

o Sind r und s zwei verschiedene Elemente aus A, so sind auch die diesen zuge-
ordneten Elemente f(a) und f(b) zwei verschiedene Elemente in B, kurz: Verschie-
dene Elemente haben auch verschiedene Bilder.

Fir alle Elemente r, s aus A gilt: Wenn r = s, dann ist auch f(r) = f(s).

o Fur alle Elemente r, s aus A gilt: Wenn f(r) = f(s) ist, dann ist r = s.
Dies ist die Kontraposition der vorangegangenen Formulierung.

Die Quadratfunktion z. B. ist sicher nicht injektiv, denn es ist q(2) = q(-2) = 4.
Die Kubikfunktion y = x3 dagegen ist injektiv.

Kontrollfrage: Es sei f eine injektive Abbildung von A in B. Was konnen Sie Uber die An-
zahl der Elemente von A und von B aussagen? Geben Sie eine injektive Abbildung von
A={1,2,3}inB={u,v}an.
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Eine Funktion f aus A in B, bei der jedes Element der Zielmenge B mindestens einmal
als Bild eines Elements aus A vorkommt, nennen wir eine surjektive Funktion oder
eine Funktion aus A auf B.

Eine Funktion f aus einer Menge A in eine Menge B nennen wir surjektiv, wenn es
zu jedem Element y aus B mindestens ein Element x aus A gibt, mit f(x) =y.

Die Quadratfunktion ist keine surjektive Abbildung von R in R, dagegen die Kubikfunkti-
on sehr wohl. Andererseits ist die Quadratfunktion sicher eine surjektive Abbildung von

Rin R, . Begriinden Sie diese Aussage

Kontrollfrage: Es sei f eine surjektive Abbildung von A in B. Was kdnnen Sie Uber die
Anzahl der Elemente von A und von B aussagen? Geben Sie eine surjektive Abbildung
von A={1, 2}in B = {u, v, w} an.

Schlief3lich kann eine Funktion beide der genannten besonderen Eigenschaften besit-
zen. In diesem Fall nennt man die Funktion bijektiv oder umkehrbar eindeutig.

Begriinden Sie die folgende Aussage:

Zwei Mengen A und B haben genau dann dieselbe Anzahl von Elementen, wenn
es eine bijektive Abbildung von A auf B gibt.

Aufgabe 5:
Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:

o Jede surjektive Abbildung einer endlichen Menge A auf sich selbst ist auch injek-
tiv, also sogar bijektiv.

o Jede injektive Abbildung einer endlichen Menge A in sich selbst ist auch surjektiv,
also sogar bijektiv.

o Fur unendliche Mengen sind beide der vorangehenden Aussagen falsch.

Ist f eine Abbildung aus A in B so wird dadurch in natirlicher Weise eine Aquivalenzre-
lation in der Menge A und damit eine Klasseneinteilung der Menge A bewirkt: Die Ele-
mente x und y aus A stehen zueinander in Relation, wenn f(x) = f(y) gilt.

Man erhalt auf diese Weise als Aquivalenzklassen in A die Klassen bildgleicher Ele-
mente.

Wir nennen als Beispiel die Abbildung, die jeder naturlichen Zahl die Anzahl ihrer Teiler
zuweist. Alle naturlichen Zahlen, denen bei dieser Funktion die Zahl 2 zugeordnet wird,
gehdren zur selben Klasse bildgleicher Elemente, der Klasse der Primzahlen.

Die Klasse, denen die Zahl 3 als Bild zugeordnet ist, sind die Primzahlquadrate.

Ein weiteres bekanntes Beispiel fur diesen grundlegenden Sachverhalt kennen wir aus
dem Bereich der Restklassen. Es sei r die ,Restabbildung” bei Division durch eine na-
turliche Zahl m. Die Funktion r ordnet also jeder ganzen Zahl den nach dem Satz von
der Division mit Rest eindeutig bestimmten Rest bei Division durch m zu. Die Klassen
bildgleicher Elemente sind genau die Restklassen mod m. Die zugehorige Aquivalenz-
relation zu dieser Klasseneinteilung ist die zahlentheoretische Kongruenz mod m.

Veranschaulichen Sie sich den Sachverhalt bildlich.
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4.2 Einfuhrung in MAPLE

Wir wollen in diesem kleinen Kapitel keine Einfihrung in die Informatik geben, sondern
nur zum Gebrauch des Computers als normalem Handwerkszeug des Mathematikers
oder Mathematiklehrers Anleitung geben.

Wir empfehlen jedem Lernenden, die Mdglichkeiten des Computers eingehend zu nut-
zen und wollen dazu Hilfestellung und Anreiz bieten. Wir beschrénken uns hier auf das
machtige Mathematikprogramm MAPLE (hier in der Version MAPLE 6).

Selbstverstandlich sind die Beispiele ohne weiteres auf andere Systeme Ubertragbar.

Zunachst stellen wir kurz die vier grundlegenden Programmstrukturen Zuweisung, Be-
dingte Anweisung, Iteration und Rekursion vor.

1. Zuweisung

Fur die Zuweisung benitzt man tblicherweise das aus Doppelpunkt und Gleichheits-
zeichen kombinierte Symbol := . Mit Hilfe der Zuweisung wird einem bestimmten Na-
men ein bestimmter Wert zugewiesen. Dieser Wert wird im System unter diesem
Namen gespeichert und kann unter diesem Namen wieder aufgerufen werden. [Jede
Eingabe in MAPLE wird mit einem Semikolon abgeschlossen.]

Das folgende einfache Beispiel mit MAPLE erlautert die Funktion der Zuweisung:

>a:=17; Dem Namen a wird der Wert 17 zugewiesen.
a:==17
>aj;at+h;2*a;print(a+7);print(*a“); Es erfolgen verschiedene Aufrufe
17
22
34
24
a
>a:= at+3; Der Variablen a wird als neuer Wert zugewiesen: bisheriger Wert + 3
a:==20
>a:t= a*a;
a:=400
>a;

400
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2. Bedingte Anweisung
Die bedingte Anweisung wird in folgenden Formen verwendet:
if <Bedingung> then <Anweisungl> else <Anweisung2> end if.
Sind mehrere Alternativfalle (falls ... dann ...) vorhanden, so gibt es die folgende Form:

if <Bedingungl> then <Anweisungl>
elif <Bedingung2> then <Anweisung2>
elif <Bedingung3> then <Anweisung3>

else <sonstige-Anweisung> end if;

Die Bedingungsanweisung pruft zuerst das Erfllltsein (den Wahrheitswert) einer Be-
dingung und fuhrt je nach dem Ergebnis alternative Anweisungen aus. Wir geben ein
Beispiel:

>af a > 0 then 1  wenna>0ist, dann gib den Wert 1 aus
elif a = 0 then O andernfalls wenn a=0 ist, dann gib den Wert 0 aus
else -1 sonst gib den Wert -1 aus.
end if; Ende der if-Anweisung

Diese Bedingungsanweisung gibt zu jeder eingegebenen Zahl a ihr Vorzeichen aus. Bei
obiger Festlegung von a = 400 also den Wert 1. Wir zeigen, wie wir daraus ganz ein-
fach eine entsprechende Funktion (Prozedur) machen kdnnen:

Hinweis:
Die folgende Typdeklaration ,integer” (= Ganzzahl) fiur die Variable a ist optional und
kann auch einfach weggelassen werden, es gentigt die Angabe der Variablen a.

>vorz = proc(a::integer); Unterdem Namen vorz wird eine Prozedur (proc) mit
einer Variablen a vom Typ Ganzzahl als Eingabe definiert.
iIf a >0 then +1
elif a =0 then O
else -1
end 1T;
end proc;

vorz := proc (a::integer) if 0 <athen 1elif a=0then Oelse -1 end if end proc

>vorz(-3);vorz(17);vorz(a);vorz(a-a);

1
1
0



Kombinatorik 141

3. Iteration

Wir erganzen unsere kurze Anleitung mit zwei weiteren wichtigen so genannten Kon-
trollstrukturen (d. h. Steuerbefehlen) von Computersystemen, der Iteration und der Re-
kursion.

Als Beispiel sollen die geraden natirlichen Zahlen von 2 bis n addiert werden, also die
Summe 2+4+6+8+..+n berechnet werden.

Die Grundstruktur der Iteration ist die for-Schleife, deren Wirkungsweise wir in folgen-
dem Beispiel zeigen:

> sumit:=proc(n) Eine Prozedur sumit mit einer Variablen n wird definiert.
local s,i1 ; s:=0; sundisollenlokale Variable sein (kann entfallen); s wird auf 0 gesetzt.
for 1 from O by 2 to n do Voni=0beginnend in Zweierschritten bis i = n tue:
s:=s+i1; end do; Setze s:=s+i (d. h. addiere i zu s dazu). Ende der do-Anweisung.
S, Gib s als Ergebnis aus.
end proc; Ende der Prozedur.

sumit := proc (n) local s, i;s:=0; for i from Oby 2to ndo s:=s+ienddo ;s end proc

>sumit(10); sumit(100); sumit(1000);sumit(6);
30

2550
250500
12

Was muss man am Programm andern, damit nicht nur die geraden Zahlen, sondern alle
addiert werden?

Wir nehmen einige Anderungen im Programm vor und erhalten n! , das ist das Pro-
dukt aller naturlichen Zahlen von 1 bis n.

> fakit:=proc(n) Eine Prozedur mit Namen fakit mit einer Variablen n wird definiert.
local p,i; p:=1; p und i sind lokale Variable; p wird der Wert 1 zugewiesen.
for 1 from 1 by 1 to n do von i=1 bis i=n in Einerschritten tue:
p:=p*1; end do; multipliziere p mit i ; Ende der do-Anweisung;
p; end proc; gib den Wert von p aus; Ende der Prozedur

fakit := proc (n) local p, i;p:=1;forito ndo p:=pxienddo;pendproc

> fakit(4); fakit(b); fakit(6); fakit(10);

24
120
720

3628800
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4, Rekursion

Eine vollig andere Herangehensweise an das Problem ist die Rekursion oder der
Selbstaufruf eines Programms. Sie ist fir Anfanger zunachst gewéhnungsbediirftig,
aber — einmal verstanden — ein aul3erordentlich elegantes Hilfsmittel.

Wir geben ein Beispiel vorab ohne Computer:
Man kann z. B. die Fakultat n! =1*2*3*4*5* . *n wie folgt rekursiv definieren:
fakrek(n) = 1 fallsn=1
{ n * fakrek(n —1)  sonst
Wir wollen unter Anwendung dieser Definition einmal Schritt fir Schritt fakrek(4) be-
rechnen:
fakrek(4) = 4 * fakrek(3) = 4 * 3 * fakrek(2) =4 * 3 * 2 * fakrek(1) =4 *3*2 * 1 = 24.

Das Programm fakrek ruft sich immer wieder selbst auf, bis es zum so genannten Re-
kursionsanfang bzw. zur Abbruchbedingung beim Wert n = 1 kommt, dann gibt es die
1 zurtick und der Gesamtwert wird ausgegeben. Bei rekursiven Programmen sollte man
die Abbruchbedingung nie vergessen und diese deshalb immer zuerst formulieren.

Diese mehrfachen Anwendungen der Prozedur durchlauft ein Computer sehr schnell
und effektiv. Wir geben einige einfache Beispiele fur rekursive Prozeduren:

Das erste Beispiel entspricht genau dem, was wir soeben gemacht haben und die Pro-
grammstruktur entspricht der oben gegebenen rekursiven Funktionsdefinition:

> fakrek := proc(n)
it n=1then 1
else n * fakrek(n-1);
end if; end proc;

fakrek := proc (n) if n=1then 1 else nxfakrek(n — 1) end if end proc

> fakrek(4) ; fakrek(5) ; fakrek(6) ; fakrek(10);
24

120
720
3628800

Als nachstes Beispiel ermitteln wir mit wenigen Anderungen am Programm die Summe
der n ersten natirlichen Zahlen:

> sumrek:=proc(n) sumrek berechnet die Summe der n ersten nat. Zahlen rekursiv
if n=1 then 1 Abbruchbedingung ist n = 1, dann wird 1 ausgegeben.
else n + sumrek(n-1); n+ Wiederaufruf mit dem Wert n -1
end if; end proc;

sumrek := proc (n) if n=1then 1 else n+ sumrek(n — 1) end if end proc
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> sumrek(4) ; sumrek(6) ; sumrek(10) ; sumrek(100);
10

21
55
5050

Als nachstes Beispiel geben wir eine Prozedur zur Berechnung der n-ten Potenz einer
Zahl a an:

> potrek:=proc(a,n) potrek hat zwei Variablen und berechnet die Potenz a”n rekursiv
iITn=0 then 1
else a * potrek(a,n-1);
end if; end proc;

potrek := proc (a, n) if n=0then 1 else axpotrek(a, n—1) end if end proc

> potrek(2,0);potrek(2,5);potrek(2,10);potrek(10,10);
1

32
1024
10000000000

Die Eleganz der rekursiven Programmierung mag durch das folgende zahlentheoreti-
sche Programm belegt werden, das den grof3ten gemeinsamen Teiler (ggT) zweier na-
turlicher Zahlen a und b berechnet.

Zunéchst geben wir wieder die rekursive Definition des ggT, auf der die Prozedur be-
ruht, um die strukturelle Gleichheit mit dem Programm deutlich zu machen:

ggT(b, a) fallsa<b
ggT(a, b) = ggT(a—b,b) fallsa>b
a sonst

Uberprufen Sie zunachst ,von Hand*, dass diese Definition genau das Gewiinschte,
namlich den grof3ten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen, liefert.

Die Programmstruktur folgt genau diesem Schema:

>ggT := proc(a,b) ggT ist eine Prozedur mit zwei Variablen a und b
iIT a<b then ggT(b,a) Wenn a<b dann wird ggT(b,a) berechnet, also vertauscht.
elif a>b then ggT(a-b,b) wenn a>b ist, dann wird ggT(a-b,b) berechnet
else a; end 1f; end proc; Wenna=bist, dann wird a als der ggT ausgegeben.

ggT :=proc(a, b)
if a<bthen ggT(b, a) elif b <athen ggT(a—b, b) else aend if
end proc

>9ggT(7777,10010);
77
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Aufgabe 1:

a) Schreiben Sie ein einfaches Programm, das alle nattrlichen Zahlen (bzw. nur die
ungeraden Zahlen) von 1 bis n summiert (bzw. multipliziert) einmal in iterativer und
einmal in rekursiver Form. Testen Sie Ihre Programme aus.

b) Schreiben Sie ein iteratives und ein rekursives Programm fir die Berechnung der
Binomialkoeffizienten. Verwenden Sie bei der Rekursion einmal die additive Rekur-
sion und einmal die multiplikative Rekursion (siehe 1.5).

c) Schreiben Sie ein Programm (rekursiv bzw. iterativ) zur Berechnung des Ausdrucks
G(n,k)=n*(n-1)*(n-2)*...*(n—k + 1) firdie Anzahl der geordneten
k-Stichproben aus n verschiedenen Elementen.

d) Schreiben Sie ein Programm zur Erstellung der Zahlen im Pascal-Dreieck.
In MAPLE l&asst sich das mit Hilfe eines Tabellenblattes (Menueaufruf: INSERT
Spreadsheet ) sehr einfach und elegant I6sen. Verwenden Sie z. B. auch EXCEL.

e) Viele Systeme haben bereits vorprogrammierte Prozeduren fir die Kombinatorik.
Geben Sie bei MAPLE den Befehl >with(combinat); ein.
Testen Sie einige der Funktionen aus z. B. binomial(5, 3).
Die hervorragende Hilfefunktion des Programms gibt Ihnen Anleitung:
Den Begriff binomial durch Anklicken markieren; dann HELP im Menue anklicken;
unter ,Help binomial“ wird Hilfe mit informativen Beispielen zum markierten Begriff
angeboten.

5. Listenoperationen in MAPLE

Listen werden in MAPLE mit eckigen Klammern markiert. Zwischen die einzelnen Lis-
tenelemente wird ein Komma gesetzt. Die Elemente von Listen kénnen sich wiederho-
len, auf jedes Element kann einzeln zugegriffen werden. Wir demonstrieren dies an ei-
nem einfachen Beispiel:

>a:=[2,4,4,4,b,norbert,13]; Eswird eine Liste a definiert mit 7 Gliedern.
a:=[2,4,4,4,b,norbert, 13]
>a; nops(a); a[3];a[-11;a[-2];
[2, 4,4, 4, b, norbert, 13]

7

4

13

norbert

nops(a) gibt die Anzahl der Elemente (number of operands) der Liste a an.

Mit a[3] wird das dritte, mit a[-1] das letzte und mit a[-2] das zweitletzte Element
selektiert. Was bewirkt der Aufruf a[2..3] was der Aufruf a[-5..-1] ?

Man kann die einzelnen Elemente auch mit der Funktion op selektieren:
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>op(5,a); op(-1,a);

b
13

Man kann am Anfang oder am Ende Listenelemente hinzufigen:
>c:=[op(a), xaver]; d:=[0,op(a)];
c:=[2,4,4,4,b,norbert, 13, xaver]
d:=1]0,2,4,4,4,Db, norbert, 13]

Man kann auch einzelne Elemente ersetzen (substitute operand). Durch folgenden
Befehl wird die Liste a derart verandert, dass an der zweiten Stelle der bisherigen Liste
a der bisherige Operand 4 ersetzt wird durch den Operanden 8.

> a:=subsop(2=8,a);
a:=[2,8,4,4, b, norbert, 13]

Testen Sie aus, was der Befehl a := subsop(2=NULL,a) bewirkt.

Aufgabe 2:
a) Schreiben Sie ein Programm, das eine Liste der Zahlen von 1 bis 100 erstellt.

b) Schreiben Sie ein Programm, das jedes zweite Element einer Liste auf den Wert O
setzt und wenden Sie es auf die in a) erzeugte Liste an.

6. Logische Operationen in MAPLE

Starten Sie MAPLE und geben Sie in ein neues Arbeitsblatt
> true;

ein. Beachten Sie erneut, dass jede Anweisung mit einem Strichpunkt abgeschlossen
werden muss. Danach driicken Sie <RETURN>. MAPLE gibt ein Echo zurlck:

true

und zeigt damit, dass es diese Eingabe ,verstanden“ hat. Aul3erdem wird eine neue
Eingabezeile angeboten. Machen Sie das gleiche Spiel mit

> false;
false

True und false werden also als logische Konstanten akzeptiert. Verknipfen wir nun die-
se logischen Konstanten:

>not true;
false

> true and false;
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false

> false or true;
true

MAPLE kennt also auch die logischen Verknipfungen not, and und or. Diese kbnnen
auch untereinander kombiniert werden:

>true or false and false;
true

Welche Vorrangregeln verwendet MAPLE offensichtlich? Wie missen Sie klammern,
damit als Ergebnis ,false” ermittelt wird?

Die haufig bendtigten Wahrheitswertetafeln lassen sich damit nur sehr aufwandig und
unzureichend erstellen:

>true and true;

true
>true and false;

false
> false and true;

false
>alse and false;

false

7. Einbinden von Tabellen in MAPLE

Erfreulicherweise bietet MAPLE auch die Méglichkeit, Berechnungen in Tabellen auszu-
fuhren. Flgen Sie ein ,Spreadsheet” ein (Insert / Spreadsheet) und tragen Sie in die
Spalten A und B die fur eine Wahrheitstafel bendtigten Wahrheitswerte ein:

A B C D
1 a b aundb
2 true true
3 true false
4 false true
5 false false

In Zelle C2 kann nun auch die bendtigte Anweisung eingetragen werden. Leider ermit-
telt MAPLE keine Zellbezuige durch Draufklicken mit der Maus wie bei EXCEL. Man
muss die benotigte Formel selbst von Hand eintragen, sie lautet: ~A2 and ~A3.

Es ist allerdings mdglich, die in C2 eingetragene Formel zu kopieren und nacheinander
in die Zellen C3, C4 und C5 einzufiigen. MAPLE verwendet relative Zellbeziige und
passt diese somit beim Einfiigen korrekt an.

Absolute Verweise auf Zelladressen muss man, in Anlehnung an die EXCEL-Syntax,
mit einem beigefligten Dollar-Zeichen folgendermaRen schreiben: ~$A$2.
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8. Rechnen mit MAPLE

MAPLE kann nattrlich auch Berechnungen durchfiihren, anstatt des bei uns tblichen
Dezimalkommas erwartet MAPLE einen Dezimalpunkt:

> 3+5;

8
>7*9;

63
>4_.1234/2 .543;

1.621470704

> A4AN2

16

Nattrlich kann MAPLE auch Wurzeln ziehen (squareroot = Quadratwurzel):
>sqre(7);
J7

Hoppla, da MAPLE auch symbolisch rechnen kann, muss man die ,Auswertung“ (Evalu-
ierung der Funktion) solcher Ausdricke explizit anweisen:

>evalf(sgrt(7));
2.645751311

Man kann jederzeit eine bereits eingetippte und schon ausgewertete Eingabezeile edi-
tieren: Im obigen Fall ist es also mdglich, den Cursor am die entsprechende Stelle zu
bringen und der vorhandenen Eingabe sqrt(7) die Anweisung evalf( voranzustellen und
mit einer schlielBenden Klammer ) beenden. Man muss dann nur noch — irgendwo in
dieser Eingabezeile — auf <RETURN> driicken um das verénderte Ergebnis angezeigt
zu bekommen.

9. Weitere Funktionen in MAPLE

MAPLE enthalt eine Vielzahl von Funktionen. Das grof3te Problem besteht meist darin,
die passende Funktion zu finden. Hier bietet sich das Hilfesystem an: Unter Help /
Introduction 6ffnet sich ein baumartig verzweigtes Hilfesystem, in welchem beispiels-
weise uber die Stichwortsequenz Mathematics, dann Number Theory die enthaltenen
Funktionen zur Zahlentheorie angezeigt werden. Es gibt eine Reihe solcher Themen-
packete in MAPLE. Mit dem Befehl >with(combinat); o6ffnen Sie das Packet zur
Kombinatorik und mit dem Befehl >with(numtheory); o6ffnen Sie das Packet zur
Zahlentheorie.

10. Funktionsdefinition in MAPLE

Uber die eingebauten Funktionen hinaus konnen in MAPLE auch eigene Funktionen
definiert werden. Dazu braucht es einen Funktionsnamen (z. B: mein_quadrat) und den
Zuweisungsoperator ,:=“, der den Namen an die nachfolgende Funktionsdefinition (z. B.
X -> X * X) bindet.

>meln_quadrat:= (X) -> X*X;
mein_quadrat := x — x?
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Der Funktionsaufruf kann dann folgendermaf3en erfolgen:

>mein_quadrat(7);
49

Naturlich kdnnen auch Funktionen mit mehreren Aufrufparametern definiert werden:

>meine_func:= (a, b, ¢) -> 3*at+2*b+c;
meine_func :=(a,b,c) >3a+2b+c

>meine_func(3,2,1);
14

11. Hinweise fur Anfanger zum Arbeiten mit MAPLE

o Wenn Sie eine neue Sitzung mit MAPLE beginnen und vorher schon damit gear-
beitet haben, kann es sein, dass alte Einstellungen stéren. Deshalb sollten Sie
stets eine neue Sitzung mit dem Kommando ,restart” beginnen. Dadurch wird
MAPLE auf den Ursprungszustand direkt nach dem Einschalten gesetzt.

o Wenn Sie zu einem Thema ein MAPLE-Blatt erstellt haben, so kdnnen Sie dieses
auch ohne die Ausgaben (Ergebnisse) der einzelnen Prozeduren abspeichern also
nur die Prozeduren selbst. Das geht mit den Menuebefehlen EDIT- REMOVE
OUTPUT — FROM WORKSHEET und danach mit FILE — SAVE AS.

o Ein WORKSHEET, das Sie ohne Ergebnisse abgespeichert haben, kénnen Sie
wieder aktivieren: Mit FILE — OPEN kann man es laden und dann mit EDIT-
EXECUTE — WORKSHEET alle Prozedurausgaben wieder aktivieren.

o MAPLE besitzt eine gut gestaltete Hilfe-Funktion: Menuepunkt HELP.
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