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2 S. Krauter

Vorwort des Verfassers

Dieses Skript ist ein Verlegenheitsresultat. Nach Beendigung meiner aktiven Dienstzeit als
Hochschullehrer fiel es mir schwer, meine gesammelten Aufschriebe einfach wegzuwerfen.
Ein Buch iiber Lineare Algebra zu schreiben hielt ich fiir zu aufwendig, zumal es ohnehin
eine Fiille von Werken zur Vektorgeometrie und zur Linearen Algebra gibt. Also habe ich
mich entschlossen, meine Materialien fiir Studierende zugénglich zu machen. Das erforderte
jedoch eine einigermallen passable Form, die zumindest internetféhig ist. Diese Form liegt
hiermit vor. Ich bin mir durchaus der Unzuldnglichkeiten dieser Form im Vergleich zu einer
Buchpublikation bewusst. Gerne nehme ich deshalb Verbesserungsvorschlige auf.

Inhalt und Anspruchsniveau orientieren sich an den Anfangerveranstaltungen, wie sie in der
Lehrerausbildung an Pddagogischen Hochschulen in Baden-Wiirttemberg in den letzten Jah-
ren liblich waren. Zielgruppe sind Studierende der Lehrédmter fiir die Primarstufe und die Se-
kundarstufe 1, also fiir Grund-, Haupt- und Realschullehrer. Auch Schiilerinnen und Schiiler
der gymnasialen Oberstufe konnen das Skript mit Gewinn zum Selbststudium nutzen.

Ein Mathematikbuch in heutiger Zeit kann die Entwicklung der Rechenhilfsmittel nicht auller
Acht lassen. Ich habe deshalb auf den Einsatz eines Computer-Algebra-Systems — in diesem
Falle MAPLE in der Version 6 — Wert gelegt und in einem Anhang und mit vielen Beispielen
dazu Anleitung gegeben. Ich empfehle dringend die intensive Nutzung von Beginn an.

Eine Sammlung von Aufgabenserien aus fritheren Semesterveranstaltungen (meistens mit
Losungen oder Losungshinweisen) ist eine hilfreiche Ergéinzung fiir Lernende. Diese wird aus
urheberrechtlichen Griinden getrennt von diesem Skript mit Passwort angeboten.

Die inhaltliche Gliederung l4sst Auswahl und Schwerpunktsetzungen nach eigenem Gusto zu.
Beispielsweise sind folgende Kurse denkbar:

Kurs 1: Anschauliche Vektorgeometrie: Beschrankung auf Kapitel 1.
Kurs 2: Einfuhrung in die Lineare Algebra: 1.1 bis 1.3; 2 und 3 sowie 4.1 bis 4.3
Kurs 3: Analytische Geometrie: Kapitel 1 — Kapitel 3 — Kapitel 5.

Auf die Angabe eines Literaturverzeichnisses habe ich angesichts der Vielzahl von Biichern
zu diesem Thema verzichtet. Nur zwei Werke mdchte ich stellvertretend nennen:

e  Ulshofer, Klaus; Vektorgeometrie im Anschauungsraum.
Stuttgart 1989. Verlag K. Wittwer

Dieses einfiihrende Werk auf elementarem Niveau wendet sich an Schiilerinnen und Schiiler
und fiihrt an Hand von vielen einfachen Aufgabenbeispielen in die Thematik ein.

e  Beutelspacher, Albrecht; Lineare Algebra.
Eine Einfiihrung in die Wissenschaft der Vektoren, Abbildungen und Matrizen.
Braunschweig 1994.

Dieses ansprechend und originell gestaltete Werk auf Hochschulniveau ist ein exzellentes und
vor allem fiir Studienanfanger konzipiertes sehr zu empfehlendes Arbeitsbuch.

Ich wiinsche allen Benutzern dieses Skripts viel Erfolg damit.
Stuttgart im Januar 2007
Siegfried Krauter
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4 S. Krauter

1. Anschauliche Vektorrechnung

1.1 Grundvorstellungen tber Vektoren

Die Parallelverschiebung in der Ebene ist eine wohlbekannte Kongruenzabbildung. Kenn-
zeichnend fiir diese Abbildung ist, dass alle Verbindungspfeile von einem Originalpunkt P zu
seinem Bildpunkt P’ untereinander gleich, d. h. zu- C'

einander parallel, gleich lang und gleich gerichtet D!
sind. Das nebenstehende Bild vermittelt einen Ein-
druck von diesem Sachverhalt. Jeder einzelne dieser
Pfeile ist charakteristisch fiir die spezielle Verschie-
bung und kann als Reprisentant fiir diese Verschie- A
bung dienen. Eine solche Klasse zueinander dquiva-

lenter Pfeile nennen wir einen Vektor. Er ist gekenn-
zeichnet durch seine Richtung und seine Lange. Da- A
bei ist die Lage des Anfangspunktes unerheblich:

AA'=BB'=CC'=DD'=EE =v

e Jede Parallelverschiebung wird umkehrbar eindeutig durch einen Vektor reprasentiert.
e  Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie in Lange und Richtung tbereinstimmen.

Werden zwei Parallelverschiebungen hintereinander ausge-

fiihrt (als Funktionen oder Abbildungen verkettet), so kann b
man dies durch eine Art von ,,Addition* der zugehorigen

Vektoren beschreiben: Man erhilt den Ersatzvektor, indem

man an die Pfeilspitze des ersten Vektors den Anfangspunkt

des zweiten ansetzt. Auf Grund von Eigenschaften eines a
Parallelogramms ist diese Addition von Vektoren erkennbar P
kommutativ, d. h. es gilt

a+b="hb+a fir beliebige Vektoren aundb. c=a+b=b+a

Bekannt ist diese Zusammensetzung von Pfeilen auch aus der Physik. Die Zusammensetzung
von Kriften oder Geschwindigkeiten, die man als Vektoren darstellen kann, folgt denselben
GesetzmaBigkeiten. Wir kennen dies unter dem Stichwort ,,Parallelogramm der Kréfte®: Man

kann die beiden am Punkt P angreifenden Krifte aund b gleichwertig ersetzen durch die am

Punkt P angreifende ,,Ersatzkraft* C=a+b=>b+a. Dabei wird C nach Betrag und
Richtung genau so ermittelt wie in der obigen Zeichnung angegeben. Man kann also die Er-
satzkraft in Richtung und Betrag durch das Parallelogramm der Kréfte zeichnerisch ermitteln.

Wir haben damit eine Menge V von Vektoren im Anschauungsraum zur Verfiigung, die be-
zliglich der Addition abgeschlossen, kommutativ und assoziativ ist. Sie geniigt den Gesetzen
einer algebraischen Gruppe. Wir bezeichnen die Struktur als Vektormodul (V, +).

Aufgabe 1:
a) Gegeben sei ein Parallelogramm ABCD mit den Vektoren AB=DC =a und
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BC = AD =b. Driicken Sie die Vektoren AC , CA , BD und DB durch a und b aus.

b) Zeichnen Sie zu gegebenen Vektoren a und b die folgenden Vektoren:
a-b, 2a +3b, - a+2b, 2a+2b, 2(a +b).

c) Zeigen Sie an Hand einer Zeichnung, dass fiir die Addition von Vektoren das
Assoziativgesetz gilt: a+ (B +C )= (5 + 6) + C fir beliebige Vektoren 5, B, C.

Wir wollen nun zeigen, wie man mit der Vektorrechnung einfache elementargeometrische
Aussagen gewinnen kann.

Beispiel 1: Mittelparallele und Schwerpunkt im Dreieck.
Ein Dreieck ABC werde aufgespannt von zwei von der Ecke A ausgehenden Vektoren
AB =b und AC =c, die verschiedene Richtungen haben (sonst gibt es kein Dreieck).

Es sei M; der Mittelpunkt der Strecke BC, M, der Mittelpunkt der Strecke CA und M; der
Mittelpunkt der Strecke AB.

Man sieht unmittelbar: BC =—-b+c=c—b.

Nun berechnen wir den Vektor M, M, : ¢
Mz M,

C

MM,=-%b+%C=%%(C-b)=%*BC.

Was bedeutet dieses Ergebnis geometrisch?

Es bedeutet, dass M3M; parallel zu BC ist und halb so lang
wie BC. Dies ist der wohlbekannte Satz von der Mittelpa- A M3 b
rallelen im Dreieck:

Die Mittelparallele im Dreieck ist parallel zur dritten Seite und halb so lang wie diese.

Wir wollen auch noch den Schwerpunktssatz iiber Dreiecke vektoriell herleiten:

Zu diesem Zweck gehen wir einen Weg, der eine zusitzliche Uberlegung enthilt.
Zunichst ist AM, =b +%(C -b)=%(b + C).

Es sei S der Schnittpunkt von AM; mit BM,. Da S auf AM, liegt, muss der Vektor AS ein
Teilstlick des Vektors AM, sein, also z. B. das k-fache von AM .

Daher muss gelten AS =k * A—I\/I1 =k/2*(5 + E). (1)
N_un liegt jedoch S auch auf BM,, alsg muss gilten ) ~
AS=AB+m*BM,=b+m*(-b+%*C)=(1-m*b+m/2*cC (2)
Wir setzen (1) und (2) gleich und erhalten nach Umordnung:

(k2+m-1)*b =m2-k2)*c (3)

Diese Gleichung sehen wir uns nun genauer an: Auf der linken Seite steht ein Vektor, der ein
Vielfaches des Vektors b ist, also auf alle Félle in Richtung b weist. Auf der rechten Seite
steht jedoch ein Vektor, der in Richtung C weist. Kann dies sein, wo wir doch ausdriicklich
b und C in verschiedenen Richtungen gewaihlt haben, damit wirklich ein Dreieck entsteht?

Offenbar kann die Gleichung nur dann stimmen, wenn links und rechts der Nullvektor steht.
Dann miissen aber die Koeffizienten bei beiden Vektoren 0 sein, also beide Klammern ver-
schwinden. Daraus erhélt man sofort m =k = 2/3.

Fiir beide Schwerlinien gilt also: Sowohl AS als auch BS ist jeweils 2/3 der Strecke AM;
bzw. BM,. Dies gilt natiirlich auch fiir die dritte Seitenhalbierende, die ebenfalls durch S geht.
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Damit haben wir den Satz vom Schwerpunkt im Dreieck bewiesen:

Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks treffen sich in einem gemeinsamen Punkt S.
Dieser teilt die Seitenhalbierenden von der Ecke aus im Verhaltnis 2:1.

Beispiel 2: Satz vom Mittenviereck

Gegeben sei ein beliebiges Viereck ABCD mit den Seitenmitten P, Q, R und S und den Dia-
gonalenmitten T und U (siehe Zeichnung). Es gilt offenbar:

a+b+c+d=0oder(a+b)y=—(c +d)
oder

(a+C)=—(b+d)oder(a+d)=—(b +c).
Wir berechnen den Mittelpunkt von PR:

AM, =ra+ht(h*a+b+s*c)

—v(a +b)+%(a+cC).
Nun berechnen wir den Mittelpunkt von QS:
AM, —a+%hb+%(-%b-a-wnrd)=%(a+b)-%(db+d)

=%h(a+b)+u(a+c)=AM,.
Wir haben also herausgefunden, dass PR und QS denselben Mittelpunkt haben und daher
PQRS ein Parallelogramm sein muss.
Nun berechnen wir auch noch den Mittelpunkt von TU:

AM, =% (a +b)+%(%(a+b)-b+%(b+C)=%(a+b)+%(a+cC)=AM,.

Wir stellen also fest, dass auch der Mittelpunkt von TU derselbe ist, wie der von PR und QS.
Das Ergebnis ist der beriithmte und iiberraschende Satz vom Mittenviereck:

In jedem beliebigen (auch nicht ebenen) Viereck haben die Paare von Gegenseitenmitten
und von Diagonalenmitten denselben Mittelpunkt.
Das Mittenviereck jedes beliebigen Vierecks ist also stets ein Parallelogramm.

Aufgabe 2:

Drei von einem Punkt S ausgehende Vektoren a, b und C weisen in verschiedene Richtun-
gen. Sie spannen ein Tetraeder mit Spitze S und Grundfliche ABC auf. Beweisen Sie:

a) Die drei Verbindungsstrecken der drei Paare von Gegenseitenmitten des Tetraeders haben
alle denselben Mittelpunkt M. (Vergleiche dazu obiges Beispiel 2).

b) Die vier Schwerlinien (von einer Ecke zum Schwerpunkt der gegeniiberliegenden Drei-
ecksfldche) eines Tetraeders treffen sich alle in einem gemeinsamen Punkt S (Schwer-
punkt). Dieser teilt jede Schwerlinie von der Ecke aus im Verhiltnis 3:1.

Hinweis: Damit wirklich ein Tetraeder entsteht, diirfen die drei Vektoren a , b und C nicht

in einer Ebene liegen, d. h. eine Gleichung der Art r * a+s*b+t*C =0,kannnur dann
zutreffen, wenn alle drei Koeffizienten verschwinden, also r=s =t =0 gilt. Diese fiir die
Berechnung in b) wichtige Uberlegung dient der Vorbereitung des Begriffs der ,,linearen Un-
abhéingigkeit” von Vektoren (siehe Kap. 2.3).
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1.2 Vektoren in affinen Koordinatensystemen

Im Abschnitt 1.1 haben wir Vektoren koordinatenfrei rein geometrisch beschrieben. Die Ein-
fithrung von Koordinaten l4sst nun eine einfache arithmetische Darstellung von Vektoren zu.
Dabei bedarf es nicht unbedingt eines kartesischen Koordinatensystems mit zueinander or-
thogonalen Achsen und gleichlangen Einheitsstrecken auf den Achsen. Es geniigt hier ein so
genanntes affines oder Parallelkoordinatensystem. Dieses ist durch drei nicht kollineare (also
nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegende) Punkte festgelegt, dem Ursprung U und den
beiden Einheitspunkten E; und E,. Damit sind zwei in verschiedene Richtungen weisende

(also ,.linear unabhéngige*) Vektoren i= U—El und ] = U—E2 bestimmt, die als Einheitsvekto-
ren auf den beiden Koordinatenachsen dienen.

Man kann nun jeden Punkt der Ebene in eindeutiger Weise durch seine Koordinaten erfassen.
So wird z. B. der Punkt P(4; 3) in der nachfolgenden Zeichnung eindeutig durch seinen Orts-

vektor UP = p =4ei +3¢] beschrieben.

Koordinaten und Ortsvektoren in einem affinen Koordinatensystem

Zu einem gegebenem Punkt P der Ebene findet man die Punkte P; und P, auf den Achsen
durch Parallelenziehen (Projektion) und kann so in eindeutiger Weise die Koordinaten von P

und damit den Ortsvektor UP ermitteln.

Umgekehrt ldsst sich durch Vorgabe der Koordinaten (a; b) der Punkt P eindeutig konstruie-
ren: Man kommt mit dem Vektor asi = U—F’1 zum Punkt P; und mit dem Vektor be j = U—F’2 zZum
Punkt P,. Durch Parallelenziehen erhélt man eindeutig den Punkt P(a; b).

Die auf diese Weise durch geordnete Punktepaare (das sind Elemente des kartesischen Pro-
dukts R? =R x R) gekennzeichnete Ebene nennen wir die reelle Ebene R? und das Tripel
{U, E;, E2} bestimmt ein affines Koordinatensystem (Parallelkoordinatensystem) mit den

Einheitsvektoren i =UE, und j=UE, .

Man erkennt nun leicht den Zusammenhang zwischen den Koordinaten der Punkte und den
Koordinaten von Vektoren:
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Sind P(a; b) und Q(c; d) zwei Punkte im Koordinatensystem, so erhilt man den Vektor

5G-0-p—[°]_(2]=(¢
B \d) \b) (b-d)
Dabei haben wir fiir den Vektor die Spaltendarstellung gewéhlt. Manchmal wird — oft aus

drucktechnischen Griinden — fiir Vektoren auch die Zeilendarstellung gewahlt, also (c-a; b-d).

Man erhalt also einen Koordinatenvektor durch die Vorschrift:

Vektor vom Anfangspunkt zum Endpunkt
= Endpunktkoordinaten — Anfangspunktkoordinaten

SchlieBlich machen wir uns klar, dass die Addition von Vektoren in Koordinatenform ganz
einfach durch Addition der einzelnen Koordinaten erfolgen kann.

o {45 155

Machen Sie sich diesen Sachverhalt an Hand einer Zeichnung in einem affinen Parallelkoor-
dinatensystem klar.

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, dass die Vervielfachung von Vektoren — genauer die
Multiplikation mit reellen Zahlen (S-Multiplikation) — sich in Koordinaten einfach darstellt.

Es gilt: 1+ 2 |=| &
S Y i T

Zur geometrischen Begriindung kann man die Eigenschaften der zentrischen Streckung be-
nutzen.

Ohne darauf im Einzelnen einzugehen, sei erwihnt, dass sich die hier skizzierte Methode —
mutatis mutandis — leicht auf den dreidimensionalen Raum R?, ja sogar auf den n-dimen-
sionalen Raum R" iibertragen lisst und entsprechend vereinfacht auch auf den R' = R.

Im RS sind neben den Bezeichnungen i= U—E1 ,J= U—E2 und k = U—E3 fiir die Einheitsvekto-
ren und x, y und z fiir die Achsen auch oft die Bezeichnungen e, , g und g fiir die Einheits-

vektoren und x;, X, und x; fiir die Achsen {iblich. Dies gilt erst recht fiir Rdume mit noch hé-
heren Dimensionen als 3.

Wir haben damit neben der geometrischen Reprédsentation im Kapitel 1.1 hier in Kap. 1.2 eine
arithmetische Reprasentation von Vektoren zur Verfiigung, die sehr einfachen Rechenregeln
unterliegt und daher auBlerordentlich leicht zu handhaben ist. Mit den damit zur Verfiigung
gestellten Beschreibungsmitteln der Vektorrechnung kann man Affingeometrie betreiben.
Dabei sind nur Punkte, Geraden, Inzidenz von Punkten und Geraden (,,liegt auf* bzw. ,,geht
durch®), Schnittpunkte von Geraden, Verbindungsgeraden von Punkten, Parallelitit und Teil-
verhéltnisse (wie wir gleich sehen werden) von Belang. Streckenldngen, Winkelgrof3en - ins-
besondere Rechtwinkligkeit - bleiben dabei vollig auler Acht. Ein Affingeometer ist also ei-
ner, der z. B. keinen Unterschied zwischen einem Quadrat und einem Parallelogramm kennt,
denn seine Beschreibungsmittel reichen nicht zur Charakterisierung von Quadraten, aber sehr
wohl von Parallelogrammen: Viereck mit zwei Paaren paralleler Gegenseiten.
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1.3 Vervielfachung von Vektoren. Teilverhaltnisse
Die Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen (S-Multiplikation)

Wir haben in den Kapiteln 1.1 und 1.2 schon wie selbstverstdndlich die Vervielfachung von
Vektoren mit reellen Zahlen benutzt. Dies wollen wir hier noch ein wenig fundieren und las-
sen uns dabei von geometrischen Vorstellungen diesmal bei der zentrischen Streckung leiten:

Zunichst ist klar, was man unter dem ganzzahligen Vielfachen eines Vektors versteht, es ist
nichts anderes als eine wiederholte Addition gleicher Summanden:

nea=a+a+a+..+a.

- J
Y

n gleiche Summanden

Wie man dies auf rationale Multiplikatoren ausdehnt wollen wir an einem einfachen Beispiel

graphisch zeigen. Zum gegebenen Vektor a stellen wir den Vektor %.5 dar.

Wir wihlen eine dquidistante Punktereihe auf der

Halbgeraden g und teilen damit a in vier gleiche 14 %a
Teile, von denen wir 7 addieren und erhalten so den a

gewiinschten Vektor. Dabei benutzen wir die Eigen-

schaften der zentrischen Streckung bzw. der Strah-

lensitze. Der Vektor r ea hat also die gleiche Rich-

tung wie a, jedoch die r-fache Grof3e (Betrag, Lén- g
ge). Ist r negativ, so ist die Orientierung umgekehrt.

Durch rationale Anndherungen (Intervallschachtelungen) kann diese Art der Multiplikation
eines Vektors mit einer rationalen Zahl auch auf beliebige reelle Zahlen als Faktoren erwei-
tert werden. Damit haben wir eine Verkniipfung folgender Art definiert:

Die Multiplikation r e a einer reellen Zahl r mit einem Vektor a erzeugt wieder einen Vek-
tor, ist also eine Abbildung von R x V in V. Wir nennen sie iiblicherweise skalare Multiplika-
tion oder S-Multiplikation.

Definition:

Gegeben sei ein Vektormodul (V, +) und der Korper R der reellen Zahlen.

Die S-Multiplikation einer reellen Zahl mit einem Vektor ist eine Abbildung von R x Vin V.
Der Vektorr e a ist parallel zu a und hat die r-fache Lénge von a.

Ist r positiv, wo weistr @ a in die selbe Richtung wie a.

Ist r negativ, so weistr ® a genau in die zu a entgegengesetzte Richtung.

Wir geben vier einfache GesetzméaRigkeiten der S-Multiplikation an und veranschaulichen
jede Regel an Hand einer Zeichnung:

SI: re(se gl) =(r*s)e a fiir beliebige r, s € R und aeV (Assoziativgesetz)
S2: (r+s)e a =rea +sea fiirr,s € Rund aeV (Distributivgesetz 1)

S3: rO(a +b)=re a+rebh firre Rund a, b € V (Distributivgesetz 2)
S4: lea=a fira e V.
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r*(s*a) N

r*a
2, );
s*a rra, ;
s*a g Py
7 b A (&+b)
a a////\&
1 < £ T > ) * ) """"""""""
0 r 0 S r a ra
Zu S1 Zu S2 Zu S3

Die dargestellten Eigenschaften der S-Multiplikation (Multiplikation eines Vektors mit einem
Skalar) sind durch diese geometrische Veranschaulichung und die Eigenschaften zentrischer
Streckungen leicht verifizierbar und einsichtig.

Wir haben mit der S-Multiplikation neben den Rechenregeln einer Gruppe im Vektormodul

(V, +) eine Verkniipfung von R x V in V mit den genannten Gesetzen zur Verfliigung. Auf
dieser Basis konnen wir nun weiter anschauliche Vektorrechnung betreiben.

Teilverhaltnisse

Mittelpunkt einer Strecke:

Kennt man von einer Strecke AB den Anfangspunkt A und den
Endpunkt B z. B. durch ihre Ortsvektoren, so méchte man den
Mittelpunkt M der Strecke bzw. seinen Ortsvektor daraus
bestimmen. Auf Grund der Eigenschaften eines Parallelogramms
erkennt man sofort die folgenden Beziehungen:

2m=a+

_ A+ -
=——; a=2m-

m
2

AM = MB

o
o
o

Il
)
3

|
@y

Dies wollen wir verallgemeinern fiir beliebige Teilpunkte auf der Strecke AB und auf der
gesamten Geraden AB. Wir betrachten dazu zunéchst noch einmal zwei einfache Sonderfille:

Innere Teilung im Verhaltnis 2:1: o e ad
A 2 C 1l B

C teilt die Strecke AB innen im Verhéiltnis 2:1, wenn fiir die Lan-

gen gilt CA : CB=2:1 bzw. wenn fiir die Vektoren gilt: AC=2.CB.
Damit kann man den Ortsvektor von C aus den Ortsvektoren von A und B berechnen, denn es
ist AC =2 * CB und wirerhalten C - @ =2 * (b - C) und daraus C = a+32b .

AuRere Teilung im Verhéltnis 2:1:

Nun gibt es jedoch einen weiteren mit A und B kollinearen ————
Punkt D auf der Geraden AB, fiir den das Entfernungsverhéltnis A B D
DA : DB ebenfalls den Wert 2:1 hat, wobei fiir die Vektoren gilt: AD=-2.DB.

Wie bereits beim Mlttelpunkt gezeigt, kann man daraus nun folgende Beziehungen fiir die
Ortsvektoren ermitteln: d —a=-2(b—d) und daraus d =-a+2b.
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Wihrend sich das Verhéltnis der Langen bei innerer und duferer Teilung der Strecke nicht
unterscheidet, kommt durch die Vektoren ein Vorzeichen ins Spiel: innere Teilung wird mit
einem positiven, dulere Teilung mit einem negativen Faktor beschrieben. Aus diesem Grunde
wihlt man diesen Faktor, der innere und &ufere Teilung durch das Vorzeichen unterscheidet,
als Merkmal und bezeichnet ihn als Teilverhidltnis des Teilpunktes beziiglich der Strecke:

Definition:

Gegeben seien drei kollineare Punkte A, B und T. A t >t-|- 1 >é
Die reelle Zahl t heifit Teilverhéltnis des Punktes T fiir die

Strecke mit Anfangspunkt A und Endpunkt B, wenn gilt: AT=t.TB

Man beschreibt dieses Teilverhiltnis hdufig in der Form t = TV(ATB).

Die Vertauschung von Anfangs- und Endpunkt fithrt zum Kehrwert des Teilverhéltnisses:

1 0 1

TV(BTA)= - =t = ——— bzw.es gilt stets TV(XYZ) * TV(ZYX) = 1.
t TV(ATB)

Bevor wir den Begriff des Teilverhiltnisses vertiefen, sollte sich der Leser an Hand der nach-
folgenden Ubung damit vertraut machen.

Aufgabe 3:

Tragen Sie flir jeden markierten Teilpunkt auf der Geraden AB das zugehorige Teilverhéltnis
beziiglich der Strecke AB ein wie in den Beispielen angegeben:

A B
N — S S S S R E— I |
-1/2 0 1 -3

Mit Hilfe der Ergebnisse und Erfahrungen aus Aufgabe 3 konnen wir uns nun einen Uber-
blick iiber den Zusammenhang zwischen dem Wert des Teilverhéltnisses und der Lage des
Teilpunkts T auf der Geraden AB verschaffen:

t=TV(ATB) Lage des Teilpunkts

t=0 T = Anfangspunkt A

t=1 T = Mittelpunkt M

t—+ o T von innen gegen Endpunkt B

t— — 0 T von auBlen gegen Endpunkt B

t—>—1 T gegen unendlich auf der Seite des Endpunkts B
t>—1" T gegen unendlich auf der Seite des Anfangspunkts A
It] <1 T liegt ndher bei A als bei B

lt] > 1 T liegt niher bei B als bei A

Wir wollen uns nun einen genauen Uberblick {iber den Verlauf der Teilverhiltnisfunktion
verschaffen. Zur Vermeidung von Missverstdndnissen wollen wir wie iiblich das Teilverhalt-
nis mit dem griechischen Buchstaben A (Lambda) bezeichnen und den Buchstaben t fiir die
Koordinate des Teilpunkts T im eindimensionalen Koordinatensystem auf AB mit A(0) als
Ursprung und B(1) als Einheitspunkt verwenden:
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Aus der Definiton TV(ATB) = A, falls AT=)\.TB gilt, folgern wir fiir die Ortsvektoren:

t—a=A+(b—1). Diese Gleichung l8sen wir nun auf nach den einzelnen Ortsvektoren:

- lat+ib baw.,  a=(1+A)i—Ab bzw,  p=tArt-a
1+ 4 A

Mit A(0), B(1) und T(t) auf einer reellen Geraden mit t-Skala erhalten wir daraus:
A

TV(ATB)=A= _t bzw. t=——.
1-t I+A

Wertetabelle:

t -1 [ -12] 0 /5 | 1/4 | 173 | 112 | 3/4 1 5/4 | 372 2 3

A [ -12]-13| 0 1/4 | 1/3 | 12 1 3 0 -5 -3 -2 | =32

Schaubild der Teilverhaltnisfunktion A(t)= —— = y(x) = =
1-t 1-X

Aufgabe 4:

a) Bestimmen Sie das Teilverhiltnis TV(ATB) fiir die drei kollinearen Punkte A(1; 3),
B(9; -5) und T(7; 3). [Kontrollergebnis: t = 3]

b) Bestimmen Sie ebenso die Teilverhdltnisse T(BTA), T(ABT), T(BAT), T(TAB) und
T(TBA). Welche Zusammenhénge bestehen?
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c¢) Gegeben sind die Punkte A(2; 5; 7) und B(6; 8; 4) im R>.
Berechnen Sie die Koordinaten bzw. den Ortsvektor fiir den Teilpunkt T zum Teilver-
hiltnis t = TV(ATB) = - 3/2. [Kontrollergebnis: T(14; 14; -2)]

Veranderungen des Teilverhaltnisses bei Vertauschungen der Punkte

Wir wollen nun unser Verstindnis und unsere Kenntnis vom Teilverhiltnis vertiefen und un-

P

tersuchen, wie sich der Wert des Teilverhiltnisses TV(ATB) =A = — verdndert, wenn wir

die Punkte A, T und B beliebig in den 6 moglichen Varianten permutieren. Relativ einfach
lassen sich die Verhiltnisse iiber die Streckenldngen an der folgenden Grafik ablesen und das
Vorzeichen ergibt sich von selbst: D

q
a) Vertauschung von Anfangspunkt A und Endpunkt B: A A T 1 B
Bei Vertauschung der Endpunkte geht das Teilverhédltnis A iiber in seinen Kehrwert:
TV(BTA) = Lo b TV(BTA) = TV(ATB)-1 = -1
A TV(ATB)

b) Zyklische Vertauschung der drei Punkte:

Bei zyklischer Vertauschung geht das Teilverhéltnis TV(ATB) = A iiber in das Teilver-

hiltnis TV(TBA) =— ﬁ . Weitere Vertauschung ergibt TV(BAT) =— % .
+

¢) Ausa)mitb) zusammen erhilt man: TV(ABT)=-(1+A) und TV(TAB)=- A

1+A

Die Teilverhaltnisfunktionen und die Permutationsgruppe S3

Das Teilverhiltnis dreier kollinearer Punkte A, T und B ist abhéngig von der Reihenfolge
der Punkte. So gibt z. B. TV(ATB) an, wie T die Strecke AB von A aus teilt, aber
TV(TBA) gibt an, wie der Punkt B die Strecke TA von T aus teilt. Wie sich die Permuta-
tionen der drei Punkte auf den Wert des Teilverhéltnisses auswirken, haben wir soeben aufge-
zeigt. Wir wollen nun die Permutationen selbst mit diesen Verdanderungsfunktionen in Ver-
bindung bringen:

Dazu betrachten wir zwei Permutationen r und q sowie deren Auswirkungen auf den Wert
des Teilverhéltnisses.

A B C
r= [C B Aj r vertauscht also die AuBBenglieder, also r(ATB)=BTA
q= B C A q tauscht alle Pldtze zyklisch weiter, also q(ATB) = TBA.

Die Funktionen r und q sind Permutationen (bijektive Abbildungen) der Menge {A, B, T} der
drei Punkte auf sich selbst und kdnnen daher verkettet werden. Das untenstehende Cayley-
diagramm (links) zeigt die Wirkung der einzelnen Permutationen auf das Punktetripel ATB.
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Aufgabe 5:
Zeigen Sie folgende Eigenschaften iiber die Verkettungen von r und q:
(1) rr=i (2) =i (3) rq=¢7r 4 qr=rq

Dabei bedeutet i die identische Permutation, die keine Umstellung bewirkt.
Stellen Sie eine Verkniipfungstafel fiir die simtlichen vorkommenden Permutationen auf.

Durch die Permutationen wird jeweils der Wert des Teilverhéltnisses verdndert. So verdandert

z.B. die Permutation r den Wert von TV(ATB) =k in seinen Kehrwert TV(BTA) = % .

. . . . 1
Der Permutation r entspricht also die Kehrwertfunktion f: x —» —.
X

Der Permutation q entspricht die Funktion g: x — — % , denn bei Anwendung der
+ X

Permutation q verdndert sich der Wert von TV(ATB) =k in den Wert TV(TBA) =—
(s.0.)

R
1+k

Aufgabe 6:

Zeigen Sie die Giiltigkeit folgender Beziehungen iiber die Verkettungen der reellen Funktion f
und g:
() £=i @ g=i (3 fg=gf 4) of=fe

Dabei bedeutet i1 die identische Funktion, die den Wert x unverdndert lasst, i: x — X.
Stellen Sie eine Verkniipfungstafel fiir die sémtlichen 6 vorkommenden Funktionen auf.
Vergleichen Sie mit Aufgabe 5.

Das untenstehende Cayleydiagramm (rechts) zeigt die Wirkung der einzelnen Funktionen auf
den Wert des Teilverhaltnisses k.

Die strukturelle Gleichheit der Diagramme lésst die Isomorphie erkennen: Es handelt sich um
den abstrakten Gruppentyp S3 oder D3.

BTA ABT  1/k - (1+Kk)

kK -1

TAB - k/(1+k)
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1.4 Affingeometrie im R?2 und R3

In diesem Kapitel wollen wir Affingeometrie der linearen Gebilde in der Ebene und im drei-
dimensionalen Raum mit Hilfe von Vektoren betreiben, d. h. uns mit den Eigenschaften von
Punkten, Geraden und Ebenen befassen, die affiner Natur sind wie Inzidenz, Verbindung,
Schnitt, Teilverhiltnis, nicht jedoch mit metrischen Begriffen wie Streckenldangen, Winkel-
grofBen, Flicheninhalten etc.

Affingeometrie im R2

Gegeben sei ein affines Koordinatensystem im R? mit Ursprung U und den beiden Einheits-
punkten E; und E; sowie den Einheitsvektoren i und ] . Diese beiden Vektoren seien als
nicht kollinear vorausgesetzt, so dass durch sie wirklich eine Ebene aufgespannt wird.

Wie kann man eine Gerade in dieser Ebene festlegen? Entweder durch zwei Punkte A und B
oder durch einen Punkt und eine Richtung, wobei letztere am einfachsten durch einen Vektor
beschrieben wird.

Gegeben sei also ein Punkt A (,,Aufpunkt®) durch seinen X
Ortsvektor a sowie eine Richtung durch den Richtungsvek-

tor I . Wir kommen zu einem beliebigen Punkt X dieser Ge-
raden, wenn wir uns von U aus zuerst nach A bewegen und

uns dann beliebig in der Richtung von r weiterbewegen.

Man erhilt so die

Punkt-Richtungs-Form der Geradengleichung: X =a+ter wobeiteR

Wenn t samtliche reellen Werte durchlauft, durchlauft der Punkt X mit dem Ortsvektor X
simtliche Punkte der Geraden durch A in Richtung T .

An einem konkreten Beispiel zeigen wir, wie man aus der Vektorgleichung die Koordinaten-
gleichung ermitteln kann:

A(2;3); T =(1; -2). Man erhilt fiir g die Gleichung: X = x;y)=(2;3)+te(1;-2).

Fiir die beiden Koordinaten von X ergibt sich: x =2 +t und y = 3 — 2t. Eliminiert man den
Parameterwert t aus diesen beiden Gleichungen so erhélt man 2t =3 —y = 2x — 4 oder

2x +y-7=0 bzw. nach y aufgeldst y =- 2x + 7, also eine Gerade durch (0; 7) und (1; 5).
Fiir x = 2 erhélt man den Wert y = 3, eine einfache Kontrolle fiir den Aufpunkt A.

AuBer durch Punkt und Richtung kann man eine Gerade auch durch
zweil Punkte A und B festlegen. Dieser Fall ldsst sich auf den ersten

zuriickfithren, wenn man den Vektor AB = b-a als Richtungs-
vektor benutzt:

Zwei-Punkte-Form der Geradengleichung: X =a +te(b—a) wobeiteR

Aufgabe 7:

a) Bestimmen Sie die Gleichungen der Geraden g durch die Punkte A(1; 5) und B(-2; 4)
sowie der Geraden h durch den Punkt C(3; 3) mit der Richtung r = (-1; -2).

b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt S der beiden Geraden g und h.
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Sind in der Ebene zwei Geraden g und h mit den Gleichungen X = & +te b bzw.
X=C+sed gegeben, so konnen folgende Fille eintreten:

Fall 1:  Die Richtungsvektoren b und d sind kollinear , also die Geraden g und h parallel.

Fall 1.1 Der Vektor AC = C - a ist ebenfalls zu b und d kollinear.
In diesem Fall sind die beiden Geraden identisch, denn dann liegt ja
der Punkt C auf der Geraden g.

Fall 1.2 Der Vektor AC = C - a ist nicht kollinear mit b und d .
In diesem Fall sind die beiden Geraden parallel aber verschieden.

Fall 2:  Die Richtungsvektoren b und d sind nicht kollinear.
Dann verlaufen die Geraden in verschiedenen Richtungen und besit-
zen stets genau einen Schnittpunkt.

Mit diesen wenigen Problemstellungen sind die wesentlichen affinen Fragestellungen zu
Punkten und Geraden in der reellen Ebene bereits abgehandelt.

Affingeometrie im R3

Gegeben sei ein affines Koordinatensystem im R* mit Ursprung U und den drei Einheitspunk-
ten E,, E; und E;, sowie den Einheitsvektoren T, ] und K . Diese drei Vektoren seien als
nicht komplanar (d. h. als nicht in einer Ebene liegend) vorausgesetzt, so dass durch sie
wirklich der dreidimensionale Raum und nicht nur eine Ebene aufgespannt wird.

Eine Ebene kann entweder durch drei vorgegebene
Punkte A, B und C festgelegt werden, oder durch einen

Aufpunkt A und zwei nicht kollineare Vektoren, die
die Ebene von A aus aufspannen. Man gelangt vom

Ursprung U zu irgend einem Punkt X der Ebene, wenn
man zuerst nach A wandert und dann um beliebige

Stiicke in Richtung b undin Richtung c.

Punkt-Richtungs-Form der Ebenengleichung: X=a +te

Drei-Punkte-Form der Ebenengleichung: X=a-+te (5 - 5) +Se (E - 5) t,seR

Aufgabe 8:

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene E durch die drei Punkte A(5; 0; -2), B(1; 1; 1)
und C( 1; -2; 0).

b) Bestimmen Sie durch Elimination der Parameterwerte die Koordinatenform der Ebenen-
gleichung.

¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden g durch P(0; 1; 4) und Q(-2; -3; 16).

d) Ermitteln Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene E.

e) Versuchen Sie durch Elimination des Parameters eine Koordinatengleichung der Geraden
g zu ermitteln. Warum bend6tigt man dazu zwei lineare Koordinatengleichungen (und das
heit zwei Ebenen)? Was bedeutet dies geometrisch?
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Geradengleichungen im dreidimensionalen Raum:

Die Vektorgleichungen von Geraden im R? erhilt man auf genau dieselbe Weise wie im R?
mit dem einzigen Unterschied, dass die Punkte bzw. Vektoren jetzt eben drei Koordinaten
haben, die x-, die y- und die z-Koordinate. Ansonsten sehen Punkt-Richtungs-Form und
Zwei-Punkte-Form genau so aus wie im R2.

Anders gestaltet sich jedoch die Elimination des reellen Parameters. Dabei entstehen zwei
lineare Gleichungen. Diese stellen je eine Ebene dar, deren Schnittgerade die betreffende Ge-
rade ergibt.

Beispiel:
Gegeben ist die Gerade g mit der Gleichung in Vektorform: X = (1;2;3)+re(1;1;-1)
Wir ermitteln die Koordinatengleichungen: x=1+r y=2+r z=3-r1

Bei Elimination von r erhdlt man zwei lineare Gleichungenz. B. x - 1=y-2=3 -2z

Die Gerade g stellt sich also dar als Schnittgerade von zwei Ebenen z. B. mit den beiden Glei-
chungenx+z=4 undy +z=>5.

Sind im Raum zwei Ebenen E und F mit den Gleichungen X =@ +te b +se C bzw.
X=d +tuee+ve f gegeben, so konnen folgende Fille eintreten:

Fall 1: Die Vektoren € und f sind mit den Vektoren b und € komplanar.
Dann sind die Ebenen E und F zueinander parallel.

Fall 1.1:  Der Vektor AD = d - @ ist ebenfalls mit b und C komplanar.
Dann sind die beiden Ebenen identisch: E = F.

Fall 1.2: Der Vektor AD = d - @ istnichtzu b und C komplanar.
Dann sind die beiden Ebenen zwar parallel, aber verschieden.

Fall 2: Die beiden Vektoren € und f sind nicht mit den Vektoren b und C komplanar.

Dann sind die Ebenen E und F nicht zueinander parallel und besitzen eine eindeu-
tig bestimmte Schnittgerade.

Sind im Raum zwei Geraden g und h mit den Gleichungen X = a +te b bzw.

X=C+sed gegeben, so konnen folgende Félle eintreten:
Fall 1: Die Richtungsvektoren b und d sind kollinear, dann sind die Geraden parallel.

Fall 1.1: Der Vektor AC = C - a ist ebenfalls zu b kollinear.
Dann sind die Geraden identisch.

Fall 1.2:  Der Vektor AC = C -a ist nicht mit b kollinear.
Dann sind die Geraden zwar parallel, aber verschieden.
Fall 2: Die Richtungsvektoren b und d sind nicht kollinear , dic Geraden nicht parallel.

Fall 2.1: Der Vektor AC = C -a istmit b und d komplanar.

Dann spannen die Geraden eine Ebene auf und besitzen einen eindeu-
tig bestimmten Schnittpunkt.

Fall 2.2: Der Vektor AC = C -4 istmit b und d nicht komplanar.

Dann sind die Geraden g und h zueinander windschief und besitzen
keinen gemeinsamen Punkt.
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Sind im Raum eine Gerade g und eine Ebene E mit den Gleichungen X = a +te b
bzw. X=d +uee +ve f gegeben, so konnen folgende Fiélle eintreten:

Fall 1: Der Richtungsvektor b ist mit e und f komplanar.
Dann ist die Gerade g zur Ebene E parallel.

Fall 1.1:  Der Vektor AD = d - @ ist ebenfalls zu € und f komplanar.
Dann liegt die Gerade g ganz in der Ebene E.

Fall 1.2: Der Vektor AD = d - @ istnichtzu € und komplanar.
Dann ist die Gerade g zwar parallel zu E, aber von E verschieden.
Fall 2: Der Richtungsvektor b ist mit € und f nicht komplanar.

Dann ist die Gerade g nicht zur Ebene E parallel und besitzt genau einen Schnitt-
punkt mit E.

Um mit den dargestellten Vektorgleichungen vertraut zu werden, betrachten wir einige einfa-
che Beispiele. Aus drucktechnischen Griinden stellen wir hier Vektoren meist als Zeilenvek-
toren dar, obwohl sie iiblicherweise in Spaltenform geschrieben werden. Im Ubrigen lassen
wir kiinftig den Malpunkt fiir die S-Multiplikation von Vektoren weg, falls die Sache aus dem
Kontext klar ist.

Beispiel 1: Gerade im Raum g... X = (1;2;4)+t(1;-1;2)
a) Wir bestimmen die Spurpunkte dieser Gerade in den Koordinatenebenen:

x = 0 ergibt t = -1 und damit den Schnittpunkt von g mit der y-z-Ebene: S,,(0; 3; 2)

y =0 ergibt t =2 und damit den Schnittpunkt von g mit der x-z-Ebene S,(3; 0; 8)

z =0 ergibt t = -2 und damit den Schnittpunkt von g mit der x-y-Ebene S,,(-1; 4; 0).

b) Wir bestimmen die Projektion der Geraden g in die Koordinatenebenen in Richtung je-
weils einer Achse. Dabei wird jeder Punkt der Geraden z. B. unter Beibehaltung der x-
und y-Koordinaten auf die Ebene mit z = 0 in z-Richtung projiziert. Man erhilt:

Sxy = (1;2;0) +t(1;-1;0). In Koordinaten ergibt das die Gerade z =0 und §+X =1.
Y 303

Ermitteln Sie analog dazu die Projektionen der Gerade in die beiden anderen Koordina-
tenebenen x =0 und y = 0.

Beispiel 2: Ebene im Raum E...x=(1;2;4)+r(1; 1; 1) +s(1;-2;2)
a) Wir bestimmen eine Koordinatengleichung, indem wir r und s eliminieren und erhalten

die Gleichung 4x —y—3z+10=0 oder in der Form, in der man die DurchstoBBpunkte
der Koordinatenachsen durch die Ebene leicht ablesen kann (,,Achsenabschnittsform®):

—Ll() + % + % —1. Man erhilt daraus sx(_Tlo ; 0; 0), S,(0; 10; 0) und S,(0; 0; ?).
4 3

b) Wir bestimmen die Spurgeraden der Ebene in den einzelnen Koordinatenebenen:
z=0ergibt 4x —y—3z+ 10 = 0. Ermitteln Sie ebenso die beiden anderen Spurgeraden.

c) Gegenseitige Lage der Gerade g aus Beispiel 1 und der Ebene E aus Beispiel 2:

Wir suchen nach gemeinsamen Punkten von g und E. Diese miissten beide Gleichungen
erfiillen:
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X =(1;2;4)+t(1;-1;2) und X =(L2;4) +r(1; 1; 1) +s(1;-2;2).
Selbstverstindlich erkennt man an diesem einfachen (ausgesuchten) Beispiel sofort, dass
der Punkt (1; 2; 4) sowohl zu g als auch zu E gehort. Es bleibt also nur noch die Frage, ob
die Gerade ganz in der Ebene E liegt oder diesen Punkt A(1; 2; 4) als einzigen Punkt mit
E gemein hat.

Wir notieren die Gleichungen fiir die einzelnen Koordinaten:

x=1+t =1+r+s  bzw. rts—t =0 (1)
y=2—-t =2+r-2s bzw. r-2s+t =0 (2)
z=4+2t = 4+r+2s bzw. r+2s-2t=0 (3)

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem, das auf alle Félle zunédchst einmal die
Losung (1; s; t) = (0; 0; 0) besitzt. Wir wollen durch dquivalente Umformungen die Ge-
samtheit aller Losungen ermitteln:

r+s —t=0 (1) r=0 (1) - (3a)
3542t =0 (2)—(1)=(2a) t=0 (2a) + 3*(3a)
s —t =0  (3)—(1)=(3a) s=0 2%(3a) + (2a)

Wir erhalten also durch dquivalente Umformungen des Gleichungssystems als einzige Lo-
sung den Punkt A(1; 2; 4) fiir (r; s; t) = (0; 0; 0) als Durchstopunkt der Geraden g durch
die Ebene E.

Aufgabe 9:
Zeigen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung:

a) Als Mittelpunkt M einer Strecke AB erhilt man m =%-(§+5) .

b) Der Schwerpunkt S eines Dreiecks mit den Ecken A, B, C teilt jede Seitenhalbierende
von der Ecke aus im Verhiltnis A = 2:1 = 2 und man erhilt ihn durch S = %-(a +b+cC).

c) Der Mittelpunkt M des Mittenparallelogramms eines beliebigen Vierecks mit den
Ecken A, B, C und D ist gleichzeitig Mitte zwischen den Diagonalenmitten. Man erhilt
ihn durch m :%.(a+5+a+a) .

Aufgabe 10:

Gegeben sind zwei Punkte A und B und die Gleichung der Verbindungsgeraden AB in Vek-
torform: X = a +t0(5 - a )

a) Welche Punkte X(t) erhélt man fiir die Werte t =-2, -1, 0, '%, 1, 2, 3, 4.
Zeichnen Sie dazu eine Skizze.
b) Welches Teilverhiltnis A(t) = TV(AX(t)B) hat jeder der Punkte X(t) aus Aufgabe a) in
Bezug auf die Strecke AB? Erstellen Sie eine Wertetabelle fiir die Zuordnung t — A(t).
c) Berechnen Sie die Funktionsgleichung fiir das Teilverhéltnis A(t) = TV(AX(t)B) in Ab-
hiangigkeit von t. Zeichnen Sie ein Schaubild fiir diese Teilverhiltnisfunktion. Verglei-
chen Sie mit Abschnitt 1.3. Kontrollergebnis:
t -2 -1 0 Y 1 2 3 4 t
X(t) A Mg B
A 2/3 12 0 1 o 2 32 43 | v
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1.5 Das innere Produkt (Skalarprodukt) von Vektoren

In diesem Kapitel werden wir eine dulere Verkniipfung von Vektoren kennen lernen, die als
Ergebnis eine reelle Zahl, also nicht wieder einen Vektor, sondern einen Skalarwert ergibt. Es
handelt sich dabei also um eine Verkniipfung von V x V in R. Jeweils eine Problemstellung
aus der Physik und aus der Geometrie stehen Pate fiir die betreffende Begriffsbildung.

Die mechanische Arbeit in der Physik

Um einen Kdrper mit dem Gewicht G um die Strecke h in die Hohe zu ziehen muss man lédngs
des Weges h die Kraft F =- G aufwenden und damit die Hubarbeit W = F * h verrichten.
Das ist einfach zu berechnen, weil die aufzuwendende Kraft F exakt in derselben Richtung
wie der Weg h verlduft. Beide GroBen, Kraft und Weg haben vektoriellen Charakter, sind
also sowohl durch ihren Betrag als auch durch ihre Richtung charakterisiert. Wiirde die Kraft
F z. B. horizontal auf den Korper wirken, so konnte sie diesen zwar in horizontaler Lage

verschieben, jedoch keine Hubarbeit verrichten, also nichts an der Hohenlage des Korpers
verdndern.

Anders liegt der Fall, wenn man z. B. den Kor-
per (reibungslos) auf einer schiefen Ebene mit h

der Kraft S nach oben zieht. Dann bewirkt eine

Komponente der Kraft (die horizontale ﬁ) eine F
Verlagerung des Korpers in der Horizontalen

und eine andere (die vertikale v ) eine Verédnde- G
rung in der Hohe. Dieser letztgenannte Anteil v

von S verrichtet also die wirkliche Hubarbeit W = V * h. Da die verrichtete Arbeit kein Vek-
tor ist, sondern ein Skalenwert oder Skalar, also eine reelle Zahl, will man als das Produkt der

beiden Vektoren S und h nicht wieder einen Vektor, sondern einen Skalarwert (reelle Zahl)
erhalten. Man setzt also fest:

Das skalare Produkt zweier Vektoren S und h soll die reelle Zahl sein, die man erhalt als das
Produkt der GroBe von h und der Projektion von S in Richtung h.

Wirkt also eine Kraft F auf einen Kérper lings des Weges s, so verrichtet sie an ihm die

Arbeit W= F « s.Man erhilt den Wert von W durch Multiplikation der Lange von s mit
der Komponente von F in Richtung s.

Mechanische Arbeit W = F « s = Kraftin Richtung des Weges mal Liange des Weges

E
Der Projektionssatz fur Dreiecke
C
Wir gehen aus vom Kathetensatz fiir rechtwinklige
Dreiecke. Er besagt, dass ein Kathetenquadrat wie z. B. < b
das Quadrat ACEF inhaltsgleich ist dem Rechteck
ABGH aus der Hypotenuse AB und dem der Kathete A ab D ¢ 5
e J

anliegenden Hypotenusenabschnitt AD. Dieser letztere
ist jedoch nichts anderes als die Projektion der betref-
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fenden Kathete auf die Hypotenuse. Man erhilt:

Der Inhalt der beiden inhaltsgleichen Rechtecke hat den Wert
J=c*b,=AB*AD=AB*AH=c*b*cosa.

Dieser Wert ist aber genau das skalare Produkt ¢ « b der beiden Vektoren ¢ und b.

Man erkennt an dieser Darstellung auch, dass dieses Produkt kommutativ ist:

E-B=c*bc=c*(b*cosa)Zb*(c*cosa)Zb*cbzB-E.

Der nur fiir rechtwinklige Dreiecke giiltige Ka-
thetensatz l4sst sich in der vorstehenden Form
fiir beliebige Dreiecke verallgemeinern zum so
genannten Projektionssatz fiir Dreiecke:

FUr ein beliebiges Seitenpaar von Dreieckssei-
ten gilt: Die beiden Rechtecke aus einer Seite
und der Projektion der Nachbarseite auf diese
sind jeweils inhaltsgleich.

Den gemeinsamen (skalaren) Wert dieses
Rechtecksinhalts legt man als skalares Produkt

der beiden Seitenvektoren a und b fest:

Mit den obigen beiden Anleihen aus der Physik und der Geometrie ist die Begriffsbildung fiir
das skalare Produkt von Vektoren hinreichend motiviert und wir geben nun die Definition an.
Vorab bemerken wir jedoch, dass fiir die Festlegung dieses Produkts — im Gegensatz zu unse-
ren ganzen bisherigen Uberlegungen — fiir die Vektoren ein Betrag, also so etwas wie eine
Léange des reprisentierenden Pfeils, ebenso wie eine Winkelgro3e zwischen den Vektoren
gegeben sein muss. Das skalare Produkt von Vektoren und die MaBlbegriffe WinkelgroB3e und
Streckenlédnge hingen also unmittelbar miteinander zusammen. In der abstrakten Theorie der
Vektorrdume wird genau der umgekehrte Weg gewihlt: Man definiert ein algebraisch charak-
terisiertes Skalarprodukt von Vektoren (eine symmetrische Bilinearform) und definiert erst
mit dessen Hilfe den Betrag eines Vektors und den Winkel zwischen diesen.

Definition:
SchlieBen zwei Vektoren a und b mit den Betrdgen a bzw. b den Winkel ¢ = £( a, B) ZwWi-

schen sich ein, so definiert man als das skalare oder innere Produkt der beiden Vektoren
den Wert @b =a*b *cos .

Hinweise:

Es sind in der Literatur verschiedene Bezeichnungen und Symbole fiir das innere oder skalare

Produkt von Vektoren iiblich wie z. B. runde Klammern (é, b) bzw. ein expliziter Malpunkt.
Wir werden i. d. R. den Malpunkt verwenden, weisen aber besonders darauf hin, dass das
skalare Produkt nicht mit der Multiplikation mit einem Skalar (S-Multiplikation, siehe 1.3) zu
verwechseln ist. In der Regel ist aus dem Kontext klar, welche Verkniipfung gemeint ist und
man kann ganz auf ein Verkniipfungszeichen verzichten.
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Eigenschaften des Skalarprodukts

Ohne Beweise geben wir im Folgenden einige leicht einsehbare Eigenschaften des Skalarpro-
dukts von Vektoren an. Machen Sie sich diese ggf. an Hand einer Zeichnung klar.

1.  Das Skalarprodukt von Vektoren ist kommutativ: a+b=Db.a firalea,b.

gl|2=a2 bzw. |€1| =\/5-5 fiir alle a

|
Il

2. a .

3. a-

Tl

=0 genau dann, wenn a=0 oder b=0 oder a.lb.
4. Assoziativitdt mit Skalaren: ra «sb = (r*s) (é . 5)

. c

Tl

5. Distributivitdt beziiglich der Vektoraddition: (5 + 5) eC=a-scC+
Anwendungen:

e Winkel zwischen Vektoren

Sind zwei Vektoren a und b gegeben, so kann man erstens geméf Eigenschaft 2 deren Be-

trage bestimmen und zweitens den Winkel zwischen den Vektoren. Es gilt namlich:
ash
JaanlB

cos @ =

e Skalarprodukt im kartesischen Koordinatensystem

Bisher konnte man zum Rechnen mit Vektoren beliebige affine Koordinatensysteme gleichbe-
rechtigt verwenden. Mit der Einfiihrung des Skalarprodukts, bei dem Langen und Winkelgro-
Ben eine Rolle spielen, dndert sich die Situation. Daher ist nun die Einfiihrung eines kartesi-
schen Koordinatensystems mit zueinander senkrechten Achsen und gleichlangen Einheitsvek-
toren der Lange 1 besonders vorteilhaft. In einem kartesischen Koordinatensystem lasst
sich ndmlich das Skalarprodukt zweier Vektoren sehr einfach berechnen:

- a . b1 . - -
Aus a = . und b = b ,erhiltman a « b =a; *b; +a, * b,.
2 2

Diese einfache Berechnungsmoglichkeit (analog auch im dreidimensionalen Raum) ergibt
sich dadurch, dass fiir die Einheitsvektoren 5; folgende Bezichungen gelten:

0, fallsi=k
Leopold Kronecker, bedeutender Mathematiker, 1821 — 1891).

- 1, fallsi=k
e * € =0Kk= . Das Symbol §jx nennt man das Kronecker-Symbol (nach

e Satz des Pythagoras und seine Umkehrung C

Sind zwei zueinander senkrechte Vektoren a und b gegeben b
dann gilt a « b =0. Die beiden Vektoren bilden ein rechtwinkli-

ges Dreieck mit C = a - bund wir erhalten: c=a-b
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c’= (é - b )= a2 + b2 oder mit Hilfe von Eigenschaft 2 fiir die Skalare: c¢?=a?+ b2

Gilt umgekehrt fiir ein Dreieck die letztgenannte Beziehung, so schlie3t man damit auf die
Gleichung a « b = 0 und damit auf die Rechtwinkligkeit des Dreiecks.

e Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wir haben die Gleichung einer Geraden g durch den Punkt A in Richtung des Vektors b in
Vektorform kennen gelernt als X=a-+th bzw. (;( - 5) =th.

Ist nun der Einheitsvektor n zum Vektor b senkrecht, gilt also neb =0, so erhalten wir dar-
aus eine parameterfreie Form der Geradengleichung, die so genannte

Normalenform der Geradengleichung: ne ()? - 5) =0.

Dabei ist A (mit Ortsvektor 5) ein Punkt und n der Normalenvektor der Geraden.

Falls der Normalenvektor normiert, also vom Betrag 1 ist, so nennt man diese Form

Hessesche Normalform der Geradengleichung: n: . ()? - 5) =0

Dabei ist n, der normierte Normalenvektor der Geraden vom Betrag 1.

Man erhalt damit sehr einfach den Abstand
eines Punktes P von der Geraden, indem

man fiir X den Ortsvektor von P einsetzt:
Der Ausdruck n: . (B - a) ergibt ndmlich

wegen | nT) |= 1 nichts anderes als die Pro-

jektion des Vektors AP auf den Normalen-

vektor n: , also genau den Abstand des
Punktes P von der Geraden g.

Fiir eine Ebene E im dreidimensionalen Raum erhélt man dieselbe Form der Normalenform
und die analoge Hessesche Normalform, wenn n, der Normaleneinheitsvektor der Ebene und

A ein Punkt der Ebene ist. Ganz entsprechend erhilt man aus der Hesseschen Normalform
einer Ebene den Abstand eines Punktes P von dieser Ebene E im Raum.

Wir wollen der Hesseschen Normalform einer Geradengleichung in der Ebene bzw. einer
Ebenengleichung im Raum noch eine einfache Deutung unterlegen, die das Behalten und
Einordnen dieser besonderen Gleichungsform wesentlich erleichtert:

Gegeben sei in der Ebene R? eine Gerade g durch den Punkt A mit Normalenvektor n.Ein
beliebiger Punkt X der Ebene liegt genau dann auf der Geraden g, wenn der Vektor AX in
Richtung der Geraden g verléuft, also genau dann, wenn der Normalenvektor n der Geraden
senkrecht zum Vektor AX = (;( - 5) verlduft, also genau dann, wenn das Skalarprodukt

n e (;( - a) = 0 ist. Allein durch zusdtzliche Normierung von n zu n: gewinnt man daraus
die auBBerordentlich niitzliche Hessesche Normalform der Geradengleichung.
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Analoges gilt fiir eine Ebene im Raum:

Gegeben sei eine Ebene E im dreidimensionalen Raum R* durch den Punkt A und den Nor-
malenvektor n. Ein Punkt X des Raumes liegt genau dann in der Ebene E, wenn der Vektor
AX zum Normalenvektor n senkrecht ist, also wenn ne (X - a) 0 ist. Durch Normierung
von N zu n0 gewinnt man hieraus wieder die Hessesche Normalform der Ebenengleichung.

Aufgabe 11:

a) Berechnen Sie mit Hilfe von Vektoren den Winkel zwischen einer Raumdiagonalen und
einer von derselben Ecke ausgehenden Flichendiagonalen eines Wiirfels.

b) Beweisen Sie mit Hilfe des Skalarprodukts von Vektoren den Satz des Thales und seine
Umkehrung.

c) Beweisen Sie mit Hilfe von Vektoren den Katheten- und den Hohensatz fiir rechtwinkli-
ge Dreiecke.

Aufgabe 12:

a) Zeigen Sie: Die beiden Vektoren ‘ ‘ bestimmen die winkelhalbierenden Vektoren

\a\
zwischen @ und b . Hinweis: Benutzen Sie eine Eigenschaft von Rauten.

b) Bestimmen Sie fiir ein Dreieck ABC, das von zwei Vektoren CA =b und CB = a auf-
gespannt wird, mit Hilfe von a) die beiden Schnittpunkte D und E der Winkelhalbieren-
den bei C mit der Seitengerade AB.

c) Weisen Sie nach, dass D und E aus b) die Seite AB innen und auflen im betragsmafig
gleichen Verhiltnis b: a teilen, dass also TV(ADB) =- TV(AEB) =b : a gilt.
[Man spricht in diesem Fall von ,,harmonischer Teilung™ einer Strecke]

Als letztes Beispiel wollen wir den Satz iiber den Schnittpunkt der Dreieckshohen vektoriell
beweisen:

Ein Dreieck ABC werde von den Vektoren CA = b und CB = a aufgespannt. Fertigen Sie
dazu selbst eine Zeichnung an. Es sei H der Schnittpunkt der Héhen auf CA und auf CB. Wir
zeigen nun, dass CH senkrecht auf AB steht, also die Hohe auf AB ebenfalls durch H verlduft.

Mit H = HA als Hohenvektor zur Ecke A und hj = HB als Hohenvektor zur Ecke B gilt fiir
den dritten Hohenvektor h, = HC :
a«h=0=h-(h-h) undb-h=0=h(h-h,)
Aus diesen beiden Gleichungen folgt nun Hl . hj = E . h: = hj . E und daraus
. (H - hj) = h: « BA =0 und daher ist h: orthogonal zu AB.
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1.6 Das Flachenprodukt, das Kreuzprodukt und das Spatprodukt

a) Das Flachenprodukt von Vektoren im R2

Neben dem Skalarprodukt von Vektoren (auch ,,inneres Produkt* genannt) hat man in der
Ebene ein weiteres Produkt eingefiihrt, das den (orientierten) Fldcheninhalt eines von zwei
Vektoren aufgespannten Parallelogramms angibt. Besonders einfach 1ésst sich dessen Wert
mit Hilfe der Determinante berechnen, deren Spalten (oder Zeilen) die Koordinaten der betei-
ligten Vektoren sind. Wir beschreiben den Sachverhalt im Folgenden genauer:

In einem Kartesischen Koordinatensystem seien zwei
— a, = b, .
Vektoren a = a und b = b gegeben. Wir berech-
2 2

nen den Flicheninhalt A des von @ und b aufgespannten
Parallelogramms. Diesen kann man durch die Inhalte ge-
eigneter Dreiecke bzw. Trapeze zusammensetzen:

A = J(URH) + J(RTGH) - J(USF) — J(STGF)

_ bb, fa. a,+2b, a-a, by . 2a, +b,
2 2 2
a bl l[a a
=a1-b2—a2-b1= ' =" 2.
a, b b b

Man nennt diesen algebraischen Ausdruck die von den beiden Vektoren (gleichgiiltig ob als

Spalten oder als Zeilen) gebildete Determinante det(a , B) und schreibt sie in Form eines

quadratischen Schemas in Betragsstrichen. Man berechnet den Wert einer zweireihigen De-

terminante, indem man vom Produkt der Hauptdiagonalelemente das Produkt der Nebendia-
gonalelemente subtrahiert: a; « b, —a, « by.

Bei Vertauschung der beiden Vektoren édndert der Wert der Determinante offenbar das Vor-
zeichen, es gilt also det( a , B) = - det( b , a ). Die Determinante gibt daher den mit Vorzei-

chen versehenen orientierten Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms
an.

Aufgabe 12:

Berechnen Sie den Flicheninhalt des von zwei Vektoren @ und b aufgespannten Dreiecks
mit Hilfe der Determinante. Bestimmen Sie diesen konkret fiir @ = (2;5) und b= 35 7).
Berechnen Sie sowohl die Determinante det(a , B) als auch det(B , a ).

An Hand der nebenstehenden Zeichnung erkennen wir,
dass man den Betrag der Determinante auch einfach be- b .
rechnen kann mit Hilfe des Produkts a * b * sin ¢. f)

a




26 S. Krauter

Wir fassen zusammen:

— a — b
Den Flacheninhalt des von zwei Vektoren a = {alJ und b = (blj in einem kartesischen
2 2

Koordinatensystem aufgespannten Parallelogramms erhilt man mit Hilfe der Determinante
der beiden Vektoren:

a'l bl
a2 b2

a &

=1 o b

A=a*b*sin(a, b)=la «by—a « byl = |

Dabei ergibt sich der Flacheninhalt positiv, wenn der orientierte Winkel zwischen a und b
den mathematisch positiven Drehsinn (Gegenuhrzeigersinn) hat und negativ im umgekehrten
Falle.

b) Das Kreuzprodukt von Vektoren im R3

Ein vor allem in der Physik bendtigtes Vektorprodukt im dreidimensionalen Raum ist das so
genannte Kreuzprodukt oder Vektorprodukt zweier Vektoren. Wir wollen dieses Produkt
motivieren an Hand eines physikalischen Phdnomens aus der Elektrodynamik:

Bewegt sich in einem magnetischen Feld der Stirke B (VektorgroBe) eine elektrische Ladung
q (skalare Grofe) mit der Geschwindigkeit v (VektorgroBe), so wirkt auf diese Ladung die so

genannte Lorentz-Kraft. Im einfachsten Fall, in dem der Vektor v zum Vektor B senkrecht
steht, ist die GroBe und Richtung der Lorentzkraft einfach zu ermitteln: Man erhlt fiir die

GroBe der Kraft F = q * v * B und fiir ihre Richtung gilt: die drei Vektoren v, B und F bil-
den eine orthogonales Rechtsdreibein, wie man es mit ausgestreckten Daumen, Zeigefinger

und Mittelfinger der rechten Hand bilden kann. Schlieen v und B jedoch einen Winkel der
GroBe o ein, so ist nur die Komponente von B senkrecht zu V (oder die von v senkrecht zu
B ) wirksam, also erhidlt man als Betrag der Lorentzkraft den Wert F=q * v * B * sin ¢.

+ + + + + + y

V4
Das Magnetfeld B kommt senkrecht Der Vektor v bildet mit dem Magnetfeld B
aus der Zeichenebene heraus. den Winkel ® = /( B, \7) in der x-y-Ebene.
Die Vektoren vV und B sind zueinander Dann hat F = q* (G X E) die z-Richtung

senkrechtund es gilt: F=q*v*B und den Betrag F=q * v * B * sin ©.
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Fiir diese Produktbildung hat man das Vektor- oder Kreuzprodukt eingefiihrt.

Definition:
Das Vektor- oder Kreuzprodukt c=a x b zweier Vektoren @ und b im R? ist ein Vek-
tor ¢ mit folgenden Eigenschaften:
1. |6|=c=a*b*sin(a, 6).
Der Betrag von c gibt den Fldcheninhalt des von

aund b aufgespannten Parallelogramms an.

2. Der Vektor C steht auf @ und auf b senkrecht.

Er ist Normalenvektor der von @ und b aufge-
spannten Ebene.

a*b*sin(¢)

3. Die drei Vektoren @, b und ¢ bilden in dieser Reihenfolge im Raum ein Rechts-
dreibein (Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand).

Eigenschaften des Kreuzprodukts:

Wir bemerken vorab, dass das hier angegebene Kreuzprodukt eine spezifische Verkniipfung
im R? ist und in keinem anderen Vektorraum gilt.

1. Das Kreuzprodukt ist antikommutativ: a x (b x a )
2. Das Kreuzprodukt ist distributiv: ax(b+c)=(axb)+(axc)
3. Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ: a x (b X C) # (5 X 6) x C

— — — —

4. Esist a x b = 0, wenn a=0 oder b=0 oder a und b kollinear

5. Esist x b # genau dann, wenn a und b linear unabhéngig sind.
6. Esist a xa =0 fir beliebige Vektoren a

7. a+.(axb)=b.(axb)=0

8. (axb)s(axb)=az.b2-(a.by

9. (axb)xc=(a-c)b - (b.c)a

Aufgabe 13:

Begriinden und veranschaulichen Sie die vorgenannten Eigenschaften im Einzelnen.

Wir zeigen nun, wie sich das Kreuzprodukt in einem kartesischen Koordinatensystem mit
einem orthonormierten Rechtsdreibein von Einheitsvektoren €, , €, und €, darstellt. Zunéchst
notieren wir die Eigenschaften des orthonormierten Rechtsdreibeins der Einheitsvektoren:

Fiir die skalare Multiplikation der Einheitsvektoren gilt eT-Q = 0, mit dem Kronecker-
Symbol di, dessen Wert 1 ist, falls 1 =k ist und 0, falls 1 # k ist.
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Aus der Definition des Kreuzprodukts folgen sofort die folgenden Eigenschaften:

€ xXe =6 €, X € = ¢ e, X € =6,.

Unter Ausnutzung dieser Beziehungen und der oben genannten Eigenschaften des Kreuzpro-
dukts erhalten wir:

aXB =(a1e7+a2€+a3€)x(b1€1+b2€+b3€)
= E; (azb3_a3b2) +€ (a3b1_al b3) + 53: (al bz—azb1)

+e2'

a
. & ST,

b3

3, &
b, b,

a &,
b b

Diesen Ausdruck fasst man zusammen in der folgenden formalen dreireihigen Determinante:

& € &
axb=la a a
1 b2 b3

Eine dreireihige Determinante wird gemédf der Regel von Sarrus berechnet:

Determinante = Summe der Produkte in den Parallelreihen zur Hauptdiagonale
minus
Summe der Produkte in den Parallelreihen zur Nebendiagonale.

Wir geben nachstehend ein grafisches Schema zur Berechnung an: Man schreibt die Determi-
nante zweimal nebeneinander. Die Produkte entlang der roten Linien werden addiert und die
Produkte entlang der blauen Linien werden subtrahiert:

K=

Hinweis:

Die zahlenméBige Berechnung des Kreuzprodukts von Vektoren ist aufwendig. Man wird 1.
Allgemeinen ein Rechenhilfsmittel verwenden. Wir zeigen am Beispiel von MAPLE, wie dies
geht. Zunachst muss das Prozedurenpacket linalg geladen werden. Dann werden zwei Vekto-
ren definiert. Mit crossprod ruft man das Kreuzprodukt auf:

>with(linalg)

>a:=vector([1,2,3]); b:=vector([2,3,4]);
a:=[1,2,3]
b:=[2,3,4]

>crossprod(a,b);
[-la 2’ -1 ]
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Beispiel 1:
Flacheninhalt des Dreiecks PQR mit P(-1; 0; 2), Q(3; -4; 0) und R(1; -1; 2):

Das Dreieck hat den halben Flicheninhalt des von den Vektoren @ = P—Q =(4; -4; -2) und

b=PR= (2; -1; 0) aufgespannten Parallelogramms. Dessen Flicheninhalt ist der Betrag des
Kreuzprodukts C = a x b. Dies berechnen wir entsprechend oben angegebenem Schema

und erhalten C = (-2; -4; 4). Der Betrag des Vektors c ergibt sich aus c2=14* 4+16+
16) = 6 und die Hailfte dieses Wertes ist die Grofe der Dreiecksfliche A = 3 Flacheneinheiten.

Beispiel 2:

Normalenvektor einer von den Vektoren a = (1;2; 3) und b= (2; 1; 0) aufgespannten Ebe-
ne:

Man erhdltmit C = a x b = (-3; 6; -3) den Normalenvektor dieser Ebene.

Dieser Normalenvektor ldsst sich z. B. fiir die Hessesche Normalform noch auf den Betrag 1

L-(1; -2;1).

NG

normieren zu C, =

c) Das Spatproduktim R3

Als letztes von den Anwendungen her motiviertes Vektorprodukt behandeln wir das Spat-
produkt dreier Vektoren. Ein Spat (der Parallelepiped oder Parallelflach) ist das dreidi-
mensionale Analogon eines Parallelogramms. Man konnte es als ,,schiefen Quader* bezeich-
nen. Es ist wie ein Quader von 6 ebenen Fldchen begrenzt, allerdings von Parallelogrammen
an Stelle von Rechtecken. Die gegeniiberliegenden Flachen sind zueinander kongruente und
parallele Parallelogramme. Ein solcher Spat wird von drei linear unabhéngigen Vektoren auf-
gespannt und man erhilt seinen Rauminhalt durch das folgende gemischte Produkt:

(a,b,c)=a-(bxc)y=b.(cxa)=c «(axDh).
Das Spatprodukt ist also ein mehrfaches Produkt: Skalarprodukt aus dem ersten Vektor mit
dem Kreuzprodukt der beiden anderen Vektoren. Dabei ist offensichtlich die Reihenfolge

zyklisch vertauschbar, ohne dass sich der Wert des Produkts dndert. Er dndert allerdings sein
Vorzeichen, wenn man die zyklische Reihenfolge veridndert, also zwei Vektoren tauscht.

Wir wollen zeigen, dass der Betrag des Spatprodukts genau den Rauminhalt des von den drei
Vektoren aufgespannten Spats angibt:

Entsprechend der nebenstehenden
Zeichnung ergibt d = (5 X B) dem
Betrag nach den Inhalt des von a und

b aufgespannten Parallelogramms,
also die Grundflache des Spats. Der

Vektor d selbst ist Normalenvektor
der Ebene dieses Parallelogramms.

Ist @ der Winkel zwischen d und C,soisth=c* cos ¢ genau die Hohe h des Spats zum
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genannten Parallelogramm als Grundfldche. Man erhélt also durch skalare Multiplikation von

d mit C dem Betrag nach genau den Wert ,,Grundfldche mal Hohe* fiir diese schiefe Saule,
also genau den Betrag des Volumens des Spats. Je nach Orientierung der drei Vektoren als
Rechts- oder Linksdreibein, ist das Produkt positv oder negativ.

Wir zeigen nun, wie man das Spatprodukt dreier Vektoren mit Hilfe einer Determinante bei
gegebenem kartesischem Koordinatensystem einfach berechnen kann:

a & 8 g
b2 b3 b3 bl

(axb)ec %%

b b,

( ) + (c1, €2, C3)

9 9

=abycstabscitazbico—azbyci—aybsc,—aybycs

=det(a,b,C)

Nachfolgend geben wir an, wie man nach Aufruf des MAPLE-Packets linalg sich sehr ein-
fach eine Prozedur fiir das Spatprodukt von drei Vektoren des R? definieren kann:

>a:=vector(]1,2,3]);b:=vector([2,3,4]);c:=vector([1,-1,1]);

a=[1,2,3]
b:=[2,3,4]
c:=[1,-1,1]
>d:=innerprod(a,b); e:=crossprod(a,b);
d:=20
e:=[-1,2,-1]

>spat:=proc(a,b,c)
innerprod(a,crossprod(b,c));
end proc;
>
spat := proc (a, b, ¢) innerprod(a, crossprod(b, ¢)) end proc

>spat(a,b,c); spat(a,b,e);
-4

6

Zusammenfassung:
Das Spatprodukt dreier Vektoren a, b und C istein gemischtes Produkt folgender Art:
(5 , b , c )= a - (B X E) , also eine skalare Grofe.

Der Betrag des Spatprodukts ist gleich dem Rauminhalt des von den drei Vektoren aufge-
spannten Spats (Parallelflachs). In kartesischen Koordinaten erhélt man das Spatprodukt drei-
er Vektoren durch ihre Determinante.
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Wir geben ohne Beweis — der Leser iiberlege sich die Richtigkeit dieser Behauptungen — eini-
ge Beziehungen zum Spat- und Kreuzprodukt von Vektoren an:

e Das Spatprodukt dndert seinen Wert nicht, wenn man die Faktoren zyklisch vertauscht:

det(a, b, c)=det(b, ¢, a)=det(C, a, b)

e Das Spatprodukt dndert sein Vorzeichen, wenn man zwei Vektoren vertauscht:

det(a, b, c)=-det(a, c, b)=-det(c, b, a)=-det(b, a, C).

e  Es gilt der so genannte Entwicklungssatz:

ax(bxc)=(a-c)b —(a-b)c.

Die letztgenannte Beziehung, also der Entwicklungssatz, leuchtet ein, da ja der Vektor
a x (b x ¢) zum Vektor (b x C) senkrecht stehen muss, also in der von b und C aufge-

spannten Ebene liegt. Daher muss er sich als Linearkombination von b und C darstellen las-
sen.

Eine weitere interessante Anwendung ergibt sich, wenn man einen Vektor w beziiglich dreier

gegebener linear unabhéngiger Vektoren a,bund C in Komponenten zerlegen will:
Der Ansatz W =x a +y b+zc ergibt z. B.

(W.B.C)=w (b xC)=xa +(bxC)=x(a,b,¢) und daraus x = SO
det(a,b,c)

Analog erhilt man'y = det(a W C)/ det(a b C) und
z=det(a, b, w)/det(a, b, ).

Dies gilt natiirlich insbesondere auch dann, wenn a , b und C ein orthonormales Dreibein
bilden und det(a ,b,c ) = 1 ist. Der entsprechende Spat ist dann ein Wiirfel.

Aufgabe 14:
a) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks aus A(1; 2), B(6; 3) und C(3; 10).

b) Bestimmen Sie das Kreuzprodukt der Vektoren a= (1;-1; 1) und b= (1; 0; 2).

¢) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes A(1; 0; 1) von der Geraden X =t* (1;-2; 2).
d) Begriinden Sie fiir den R*:

{5 , b , c } linear unabhingig genau dann, wenn (5 , b , c )= det(a , b , c )=0.
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1.7 MalRaufgaben im Rz und R3

Bei allen folgenden Problemstellungen setzen wir ein kartesisches Koordinatensystem
(Orthonormalsystem) voraus.

e Entfernung zweier Punkte A, B (bzw. Lange des Vektors Ké) im R2 bzw. im Ré3:

Sind zwei Punkte A(a;; ay; a3) und B(by; by; bs) bzw. der Vektor AB = (bi- aj; by- az; by - as)
in Koordinatendarstellung gegeben, so ist die Linge der Strecke AB einfach zu berechnen:

d=|AB|= \/(b1_a1)2+(b2_a2)2+(b3_a3)2

e  Winkel zwischen zwei Geraden g und h im R2 bzw. im R3:

Sind zwei Geraden durch ihre Richtungsvektoren F1 und E bzw. durch ihre Normalenvekto-

ren n, und n, gegeben, so erhilt man den Winkel zwischen den Geraden mit Hilfe des Ska-

larprodukts aus der Gleichung E . E = | Fl | * | E | * cos ¢ bzw. analog dazu nT en, =

|E|*|E|*coscp.

e Abstand eines Punkts P von einer Geraden g im R2:

Ist die Gleichung der Geraden in Koordinaten gegeben ax + by + ¢ =0, so gewinnt man dar-
aus durch Normierung des Normalenvektors n= (a; b) zu n: vom Betrag 1 die Hessesche
ax+by+c 0

Setzt man die Koordinaten des gegebenen Punktes in die linke Seite dieser Gleichung ein, so
erhélt man als Betrag des errechneten Wertes den Abstand d des Punkts P von der Geraden g.

Normalform der Geradengleichung

Ist die Geradengleichung in Vektorform gegeben X =a +t* r,so bestimmt man den nor-
mierten Normalenvektor n, mit n, « r =0und | n, |= 1 und kann die Hessesche Normal-

form in Vektorform angeben: n: . (;( - 5) =0.

Setzt man den Punkt P in der linken Seite dieser Gleichung ein, so gibt der Betrag des errech-
neten Wertes den Abstand d des Punkts P von der Geraden g an.

Die Behandlung dieses Problems im R? ist nicht ganz so einfach und folgt spéter (siche dort).

e Abstand zweier paralleler Geraden g und h:

Man wihlt einen beliebigen Punkt auf der Geraden h und berechnet dessen Abstand von der
Geraden g. Dies ist im R? einfach, aufwendiger allerdings im R?.

e Flacheninhalt eines Dreiecks

Ist das Dreieck durch zwei aufspannende Vektoren z. B. a=CA und b =CB gegeben, so
berechnet man den Betrag des Kreuzprodukts bzw. das Flachenprodukt dieser beiden Vekto-

ren. Die Hilfte dieses Betragswertes ist der Dreiecksinhalt F =1 * | axbl.
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MaRaufgaben im dreidimensionalen reellen Raum Ré:

e Entfernung zweier Punkte im R3:

Losung wie im R? hier mit allen drei Koordinaten.

e Winkel zwischen zwei Geraden:

Losung wie im R? mit Hilfe der Richtungsvektoren der Geraden und des Skalarprodukts.

e Winkel zwischen zwei Ebenen:

Man bestimmt fiir jede der beiden Ebenen den Normalenvektor und ermittelt den Winkel zwi-
schen diesen tiber das Skalarprodukt.

e Winkel zwischen einer Ebene und einer Geraden:

Man bestimmt den Normalenvektor der Ebene und berechnet den Winkel zwischen diesem
und dem Richtungsvektor der Geraden {iber das Skalarprodukt. Die Ergiinzung dieses Win-
kels auf 90° ergibt dann den Winkel zwischen der Ebene und der Geraden.

e Abstand eines Punktes P von einer Ebene E:

Ist die Gleichung der Ebene in Koordinaten gegeben ax + by + ¢z +d =0, so gewinnt man
daraus durch Normierung des Normalenvektors n= (a; b; c) zu n: vom Betrag 1 die Hess-
ax+by+cz+d _ 0

Setzt man die Koordinaten des gegebenen Punktes in die linke Seite dieser Gleichung ein, so
erhdlt man als Betrag des errechneten Wertes den Abstand d des Punkts P von der Ebene E.

esche Normalform der Ebenengleichung

Ist die Ebenengleichung in Vektorform gegeben X=a-+t*b +s*c,sobestimmt man
den Normalenvektor der Ebene mit Hilfe des Kreuzprodukts n =b x ¢ Mit dem normierten
Normalenvektor mit | nTJ |= 1 kann man die Hessesche Normalform in Vektorform angeben:

N« (x-a)=0.
Setzt man den Punkt P in die linke Seite dieser Gleichung ein, so gibt der Betrag des errech-
neten Wertes den Abstand d des Punkts P von der Ebene E an.

e Abstand eines Punktes P von einer Geraden g:

Es gibt mehrere Strategien fiir die Losung dieser Aufgabe [Ulshofer bietet in seinem im Vor-
wort erwédhnten Biichlein allein 8 mogliche Losungswege an]. Wir wéhlen den aus unserer
Sicht einfachsten Weg:

Sei F der LotfuBpunkt der Abstandsstrecke d = PF auf der Geraden g. Diese Strecke PF liegt
in der zu g senkrechten Ebene E durch den Punkt P. Man kann die Gleichung dieser Ebene
ermitteln, da man sowohl den Punkt P als auch den Normalenvektor der Ebene, der ja der
Richtungsvektor von g ist, kennt. Bringt man die Gerade g mit der Ebene E zum Schnitt, so
erhédlt man den FuBpunkt F. Die Lénge der Strecke PF ist der Abstand des Punktes P von der
Geraden g.
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e Abstand zweier paralleler Ebenen E und F:

Man wihlt einen Punkt in einer der beiden Ebenen z. B. in F und berechnet dessen Abstand
von der zweiten Ebene mit Hilfe der Hesseschen Normalform.

Noch einfacher ist der Vergleich der beiden Hesseschen Normalformen der beiden Ebenen:
Die Differenz der Absolutglieder ergibt dem Betrag nach den Abstand der beiden Ebenen.

e Abstand zweier windschiefer Geraden g und h:

Dies ist sicher die schwierigste der MaBaufgaben im R3. Wir beginnen mit einer einfachen
Voriiberlegung. Ist G ein beliebiger Punkt auf g, so ist dessen Abstandsstrecke zur Geraden h
sicher senkrecht zu dieser Geraden h. Dies gilt natiirlich auch umgekehrt und wir folgern:

Die kurzeste Verbindungsstrecke (also die Abstandsstrecke) zweier windschiefer Geraden
steht auf beiden Geraden senkrecht.

Diese Erkenntnis verschafft uns einen Losungsweg fiir das Abstandsproblem: Man bestimmt
z. B. mit Hilfe des Kreuzprodukts der beiden Richtungsvektoren das Gemeinlot n der beiden

Geraden. Dann legt man durch g eine Ebene E parallel zu n. Diese Ebene E enthilt die Ab-
standsstrecke GH. Man erhélt den Fulpunkt H dieser Abstandsstrecke auf der Geraden h als

Schnittpunkt von E mit der Geraden h. Die Gerade durch H in Richtung n trifft g im FuB3-
punkt G der Abstandsstrecke GH.

Wir behandeln ein konkretes Beispiel:

Die Gerade g verlauft durch P(1; 2; 0) in Richtung a= (-2;0; 1) und

die Gerade h durch Q(0; -3; 1) in Richtung b = (0; 1; -1). Wir erhalten die Gleichungen:
g X =(1;2;0)+t*(-2;0; 1) ho.. X =(0;-3; 1) +5s*(0; 1; -1).
Gemeinlotn = a x b =- (15 2; 2).

[Wir kehren das Vorzeichen von n um und wéhlen (1; 2; 2) als Normalenvektor. ]
E...(1;2;0)+t*(-2;0; 1) +r*(1;2;2)

Schnitt von E mit h ergibt die Losungen t =0, r = -1 und s = 3 und damit H(0; 0; -2).
Den FuBpunkt auf g erhalten wir, indem wir das Gemeinlot m durch H mit g schneiden:
m... X = (0; 0; -2) +u * (1; 2; 2) geschnitten mit g ergibt den FuBBpunkt G(1; 2; 0).
Nun erhalten wir den Abstand d=GH = J1+4+4 =3.

Will man die LotfuBpunkte nicht ermitteln sondern nur den Abstand, so kann man etwas ein-
facher vorgehen:

Man bestimmt die Ebene F durch g parallel zu h und berechnet fiir einen beliebigen Punkt von
h den Abstand von dieser Ebene. Wir zeigen am obigen Beispiel den zugehorigen Losungs-
weg auf:

X+2y+22-5 _

F... X =(1;2;0)+t*(-2;0; 1)+ v *(0; 1;-1). HNFvonF ... 5

0.

Abstand des Punktes Q auf h von der Ebene F ergibt d = 3.
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e Flacheninhalt eines Dreiecks

Die Aufgabe kann mit Hilfe des Kreuzprodukts gelost werden: Sind a und b die aufspan-
nenden Vektoren des Dreiecks, so ist der Flicheninhalt des Dreiecks der halbe Betrag des

Kreuzprodukts von aundb: F=Y%*|a xb]|.

e Rauminhalt eines Parallelflachs

Diese Aufgabe ist einfach mit Hilfe des Spatprodukts zu 16sen: Sind a,bundcC aufspan-
nende Vektoren des Spats, so gibt der Betrag des Kreuzprodukts a x b den Flicheninhalt
des Grundparallelogramms an. Skalarmultiplikation mit c multipliziert dies mit der Hohe
(Komponente von C in Richtung des Gemeinlots von a und b ) des Spats und ergibt daher
den Rauminhalt V= (a x B) .c |
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2. Algebraische Strukturen und Vektorraume

2.1 Gruppen, Ringe und Koérper

VerknuUpfungen:

Ein wesentlicher Begriff der Algebra ist der Begriff der Verkniipfung in einer Menge M. Da-
bei wird jeweils einem geordneten Paar von Elementen der Menge M in eindeutiger Weise
ein neues Element zugeordnet. Gehort das zugeordnete Element wieder zur Ausgangsmenge
M, dann spricht man von einer inneren Verkniipfung oder einer Verkniipfung in M. Wir ken-
nen viele Beispiele von Verkniipfungen:

Zahlverknupfungen:

+, -, *, :, Potenzierung, ganzzahliger Rest, ganzzahliger Quotient, ggT, kgV, min, max, Mit-
telwert u. v. a. m.

Mengenverknipfungen:

Schnittmenge, Vereinigungsmenge, Differenzmenge, Symmetrische Differenz, Kreuzprodukt.
Funktionenverknupfungen:

+, -, *, 1, Verkettung.

Folgende Bezeichnungsweisen und nebenstehendes Bild konnen a b
der Ausbildung einer fundamentalen Vorstellung fiir den Begriff
der Verkniipfung dienen:

atb=c c =#(a, b) (a,b)i>c

Definition:
Sei M eine nichtleere Menge. Eine Abbildung * von M x M in M heifit Verknipfung in M
und das Paar (M, *) heif3t ein Verknipfungsgebilde.

Beachten Sie bitte, dass in dieser Definition die Abgeschlossenheit der Verkniipfung, d. h.
dass das Verkniipfungsergebnis stets wieder Element der Menge M ist, bereits enthalten ist.

Eigenschaften von Verknupfungsgebilden:

Ein Verkniipfungsgebilde (M, *) heif3it

e assoziativ, wenn fiir alle a, b, ¢ € M gilt: a*(b*c)=(*b)*c
e kommutativ, wenn fiir alle a, b € M gilt: a*b=Db*a.

Bitte beachten Sie, die Forderung ,.fiir alle. So ist z. B. das Gebilde der natiirlichen Zahlen
mit der Hochverkniipfung (Potenzierung) keineswegs kommutativ, obwohl gilt 2* =47 Dies
ist eben nur ein einziges vertauschbares Paar, denn es ist z. B. 2° = 3°.

Ist ein Verkniipfungsgebilde sowohl assoziativ als auch kommutativ, so kann man beim Ver-
kniipfen die Faktoren beliebig zusammenfassen und vertauschen. Von den beiden Eigenschaf-
ten ist die Kommutativitét eine ,,angenehme®, jedoch die Assoziativitét eine in viel grundsétz-
licherer Hinsicht ,,ntitzliche®. Sie wird unbewusst in vielen Situationen des einfachen Rech-
nens beniitzt z. B. bei jeder Gleichungsauflésung von Gleichungen der Arta * x =b.
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Definition:
Ein assoziatives Verkniipfungsgebilde (M, *) nennt man eine Halbgruppe.

In Verkniipfungsgebilden kann es Elemente mit besonderen Eigenschaften geben, wie etwa
die Zahlen 0 bzw. 1 bei der Multiplikation in N. Es gilt 0 *a=0und 1 * a=a fiir alle a € N.

Definition:

Ein Element n bzw. a eines Verkniipfungsgebildes (M, *) heif3it

e Neutralelement n, wenn fiir alle xeM gilt: n*x =x*n =x.
e Absorbierendes Element a, wenn fiir alle xeM gilt: a*x = x*a =a.

In der Halbgruppe (N, *) der natiirlichen Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung ist
die Zahl 1 also ein Neutralelement und die Zahl 0 ein absorbierendes Element.

Sofern keine Kommutativitit vorliegt, muss man noch zwischen linksneutralen und rechts-
neutralen Elementen unterscheiden und ebenso zwischen links- und rechtsabsorbierenden
Elementen. So ist z. B. die Zahl 1 rechtsneutral aber nicht linksneutral im Bereich der natiirli-
chen Zahlen mit der Potenzierung als Verkniipfung, denn a' = a fiir alle acN jedoch gilt nicht
1* =a fiir alle aeN, da etwa 1% = 1 ist. Die Zahl 0 ist bei dieser Verkniipfung zwar linksabsor-
bierend, jedoch nicht rechtsabsorbierend (begriinden Sie dies).

Satz 1:

Besitzt ein Verkniipfungsgebilde sowohl ein linksneutrales als auch ein rechtsneutrales Ele-
ment, so sind diese beiden gleich. Das Neutralelement eines Verkniipfungsgebildes ist also
stets eindeutig (falls liberhaupt existent).

Der Beweis dieser Behauptung ist auB3erordentlich einfach:

Sei a links- und b rechtsneutral. Dann bilden wir a * b:

Es ist a*b=a, weilbrechtsneutral ist

Und a*b=D>b, weila linksneutral ist.

Daher ist a=b auf Grund der Transitivitit der Gleichheitsrelation.

In Verkniipfungsgebilden mit einem Neutralelement gibt es noch Beziehungen zwischen be-
stimmten Elementen, wenn sie durch Verkniipfung miteinander das Neutralelement ergeben:

Soistz. B.a+ (-a) =0 im Gebilde (Z, +) oder a * L 1 im Bereich der positiven Briiche.
a

Definition:
Sind a und b Elemente eines Verkniipfungsgebildes mit Neutralelement e und gilt die Bezie-
hung a * b=>b * a = e, so nennt man b ein zu a inverses Element (und umgekehrt).

Hinweis:
Liegt keine Kommutativitét vor, so muss man wieder zwischen links- und rechtsinversen
Elementen unterscheiden.
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Satz 2:

Existiert in einer Halbgruppe mit Neutralelement e zu einem Element a sowohl ein linksinver-
ses Element x als auch ein rechtsinverses Element y, so gilt x =y. Das Inverse ist also in einer
Halbgruppe eindeutig.

Beweis:

Wir bilden die Verkniipfung x * (a * y):

x*a*y)=x*e=x, weil y rechtsinvers zu a ist.

x*a)*y=e*y=y, weil x linksinvers zu a ist.

Da ein Halbgruppe vorausgesetzt war, gilt das Assoziativgesetz und die beiden Ausdriicke

sind gleich, also x =y. Man beachte, dass die Assoziativitit notwendig fiir die Beweisfiihrung
ist.

Satz 3:
In Halbgruppen (M, *) sind folgende Aussagen zueinander dquivalent:
(1) Es gibt ein Neutralement e und zu jedem Element der Menge M ein Inverses.

(2) Jede Gleichung der Form a * x =b oder y * a=b besitzt mindestens eine Losung
x bzw. y in M fiir beliebige a und b aus M.

Beweis:

Dass aus (1) die Behauptung (2) folgt ist wohlbekannt und kann leicht hingeschrieben wer-
den.

Nicht ganz so einfach ist die umgekehrte Schlussrichtung von (2) auf (1):
Schritt 1: a * x = a besitzt eine Losung x, die rechtsneutral fiir a ist.

Schritt 2: Diese Losung x aus 1 ist rechtsneutral fiir alle Elemente b der Halbgruppe:
Wegen (2) lasst sich ndmlich b darstellen in der Form b=y * a und dann gilt
b*x=(y*a)*x=y*(a*x)=y*a=>b. Also ist x auch rechtsneutral flir b.
Schritt 3: Analoges zeigt man fiir ein linksneutrales Element und nach obigem Satz 1 sind die
beiden Elemente gleich und beidseitig neutral, so dass die Existenz eines Neutral-
elements (NE) nachgewiesen ist. Wir wollen dieses e nennen.

Schritt 4: a * r = e besitzt nach Voraussetzung (2) eine Losung r, die rechtsneutral zu a ist.

Schritt 5: Analog zeigt man die Existenz eines linksneutralen Elements zu a und nach Satz 2
sind diese einander gleich. Daher besitzt jedes beliebige Element a ein Inverses.

Wir fassen die Aussage des Satzes 3 tiber Halbgruppen nochmals tibersichtlich zusammen,
indem wir die Voraussetzungen von (1) mit NE und IE abkiirzen und die von (2) mit Losb
(Gleichungslosbarkeit) und erhalten:

In Halbgruppen gilt: (NE)und (IE) < (L06sb)

Gruppen

Besonders wichtige Beispiele von Verknilipfungsgebilden sind Halbgruppen, in denen ein
Neutralelement existiert und in denen jedes einzelne Element noch ein Inverses besitzt. Sol-
che Verkniipfungsgebilde nennen wir Gruppen.
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Definition:

Eine Halbgruppe (G, *) (d. h. ein assoziatives Verknilipfungsgebilde) ist eine Gruppe, wenn
(1) ein Neutralelement e in G existiert, d. h. fir alle xeG gilt x *e=¢ * x=x und
(2) zu jedem Element a € G ein inverses Element b € G existiert mit a*b=b *a=e.

Eine Gruppe ist also eine Halbgruppe (also abgeschlossen und assoziativ) mit den beiden zu-
sdtzlichen Eigenschaften der Neutraleigenschaft (NE) und Inverseneigenschaft (IE). Nach
Satz 3 kann man die beiden Eigenschaften (NE) und (IE) ersetzen durch die Forderung
(Losb). Eine Halbgruppe mit der Eigenschaft (Losb) ist also bereits eine Gruppe.

Je nachdem man die additive oder die multiplikative Schreibweise fiir Gruppen beniitzt, be-
zeichnet man das Inverse eines Elements a oft mit —a bzw. mit a” und das Neutralelement mit
n (wie Null) oder mit e (wie Eins).

Satz 4:
In jeder Gruppe (G, *) gilt:
a) (a')y'=a b) (a*b)y'=b'*a'

¢) Das Neutralelement und die inversen Elemente sind jeweils eindeutig.
d) Es gelten folgende Kiirzungsregeln: Ausa*x=a*y bzw.ausx *b=y *b folgt x=y.
e) Jede Gleichung der Forma * x=b bzw. y * a=D ist stets eindeutig 16sbar in G.

Die Beweise dieser Behauptungen sind sehr einfach und werden den geneigten Lesern zur
eigenen Ubung empfohlen.

Gruppen mit endlich vielen Elementen, also endliche Gruppen, werden haufig in Form von
Verkniipfungstafeln dargestellt. Wir geben einige Beispiele der einfachsten Gruppen:

*11 ® |0 |1 |2 @10 (1 |2 |3 o |i |n |k |nk
11 0 |0 |1 |2 0 [0 |1 |2 |3 i |1 |n |k |nk
1 |1 (2 |0 1 (1 |2 |3 |0 n [n |1 |[nk
SR 2 |2 |0 |1 2 |2 (3]0 |1 k |k |nk|i
3 /3 10 |1 |2 nk|nk|k |n [|i
1 |1 |-1
-1 -1 1

e Das erste Beispiel ist eine Gruppe mit einem einzigen Element (natiirlich ist dies dann
das Neutralelement).

e Die Gruppentafel mit zwei Elementen enthilt neben dem Neutralelement noch ein weite-
res Element, das notwendigerweise selbstinvers ist.

e Die Tafel mit drei Elementen ist die Gruppentafel der Reste (Restklassen) modulo 3 mit
der Restklassenaddition als Verkniipfung. Neben dem Neutralelement enthélt diese
Gruppe noch ein Paar zueinander inverser Elemente. Alle Gruppen mit genau drei Ele-
menten haben diese Struktur (zyklische Dreiergruppe).

e  Mit vier Elementen gibt es bereits zwei verschiedene Gruppentypen. Das erste Beispiel
ist eine zyklische Gruppe, es sind die Restklassen modulo 4 mit der Restklassenaddition
als Verkniipfung. Neben dem Neutralen Element gibt es ein selbstinverses Element (2)
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und ein Paar zueinander inverser Elemente (1 und 3).

e Das letzte Beispiel mit vier Elementen sind vier reelle Funktionen mit der Verkettung als
Verkniipfung. Es ist i: x — x die Identitdt, n: x —» -x die Vorzeichenumkehr, k: x — 1/x
die Kehrwertbildung und nk: x — - 1/x die negative Kehrwertbildung. Erkennbar ist

diese Gruppe von anderer Struktur als die vorangehende, denn hier ist jedes der vier
Elemente selbstinvers.

Man erkennt leicht an der Verkniipfungstafel, dass alle Beispiele kommutative Gruppen sind.
Die kleinste nicht kommutative Gruppe hat bereits 6 Elemente.

Bei den unendlichen Gruppen sind die ganzen Zahlen, die rationalen Zahlen und die reellen
Zahlen jeweils mit der Addition als Verkniipfung sowie die rationalen bzw. die rellen Zahlen
jeweils mit Ausnahme der 0 und der Multiplikation als Verkniipfung die wichtigsten Beispie-
le. Bei den endlichen Gruppen sind als Typen vor allem die zyklischen Gruppen, die Die-
dergruppen, die symmetrischen Permutationsgruppen und die Verallgemeinerungen der
Kleinschen Vierergruppen von Interesse. Beziiglich bestimmter Gruppentypen verweisen wir
auf die Spezialliteratur.

Untergruppen und Nebenklassen

Gewisse Teilmengen einer Gruppe (G, *) konnen mit der Verkniipfung * schon fiir sich allein
eine Gruppe bilden. Man spricht dann von einer Untergruppe der Gruppe (G, *). So bilden z.
B. die geraden Zahlen allein fiir sich schon eine Untergruppe der Gruppe (Z, +) der ganzen
Zahlen.

Satz 5: Untergruppenkriterium

Ist (G, *) eine Gruppe und U eine nicht leere Teilmenge von G, so ist U bereits dann eine Un-
tergruppe von G, wenn gilt:

1. U ist abgeschlossen beziiglich der Verkniipfung *.
2. MitaeU ist stets aucha ' eU.

Die beiden Forderungen 1. und 2. lassen sich auch zu einer allein zusammentfassen:
(12) Mitaund b ist stets auch a * b in U.

Definition:
Ist (G, *) eine Gruppe und (U, *) eine Untergruppe von G, so nennt man die Menge

a*U={a*x|x e U} eine Linksnebenklasse von U in G. Entsprechend wird der Begriff
der Rechtsnebenklasse gebildet. Im Falle einer kommutativen Gruppe sind selbstversténdlich
die Linksnebenklasse aU und die Rechtsnebenklasse Ua von U gleich. Beispiele solcher Ne-

benklassen sind die Restklassen in der Gruppe (Z, +).

Satz 6:
Es sei (G, *) eine Gruppe und (U, *) eine Untergruppe von (G, *). Dann gilt:
a) aeU < aU=U <« Ua=U
b) belUa <« EsgibtueUmitb=u*a <« EsgibtweUmit a=w*b
o aeUb & Ua=Ub < a*"'cU < b*a'el
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¢) U und Ua sind jeweils gleichméchtig, d. h. jede Nebenklasse von U hat genau so viele
Elemente wie U selbst.

d) Zwei rechte Nebenklassen Ua und Ub sind entweder elementfremd oder gleich.

e) Die siamtlichen voneinander verschiedenen rechten (bzw. linken) Nebenklassen bilden
eine Klasseneinteilung der gesamten Gruppe G in zueinander disjunkte Klassen.

Wir ersparen uns in diesem Zusammenhang einen Beweis dieser einzelnen Behauptungen und
schliefen mit einer einfachen Folgerung aus Satz 6, dem beriihmten Satz von Lagrange iiber
endliche Gruppen:

Satz 7 (Satz von Lagrange):

Ist (G, *) eine endliche Gruppe von Ordnung n = |G| und (U, *) eine Untergruppe mit

s = | U| Elementen, so ist sowohl die Anzahl k der voneinander verschiedenen (rechten oder
linken) Nebenklassen als auch die Elementeanzahl s der Untergruppe U ein Teiler der Grup-
penordnung n und es gilt: k * s=n.

Kurz: Die Untergruppenordnung ist stets ein Teiler der Gruppenordnung.

Ringe und Kaérper

Neben den Verkniipfungsgebilden mit einer einzigen Verkniipfung sind noch solche mit zwei
miteinander zusammenhdngenden Verkniipfungen von Interesse und wohl bekannt. Das ein-
fachste Beispiel ist der Bereich (Z, +, *) der ganzen Zahlen mit der Addition und der Multi-
plikation als Verkniipfungen. Dabei ist (Z, +) eine kommutative Gruppe mit dem Neutralele-
ment 0, jedoch (Z, *) nur eine kommutative Halbgruppe (welches Gruppenaxiom ist nicht
erfiillt?) und die Verkniipfungen sind durch das Distributivgesetz miteinander verbunden.
Man nennt eine solche Struktur einen Ring.

Definition:

Ein Verkniipfungsgebilde (R, +, *) heifit ein Ring, wenn

R1: (R, +) eine kommutative Gruppe ist (das Neutralelement nennt man die Ringnull), und
R2: (R, *) eine Halbgruppe ist (also ein assoziatives Verkniipfungsgebilde), und

R3: es gelten fiir alle a, b, ¢ aus R die beiden Distributivgesetze: a* (b+c¢) =a*b+a*c
und (atb)*c=a*c+b*c.

Ist die multiplikative Halbgruppe (R, *) auch noch kommutativ, so spricht man von einem
kommutativen Ring. Wichtigste Beispiele fiir Ringe sind der Ring (Z, +, *) der ganzen Zah-
len, die Restklassenringe (R, @, ®) modulo m und in der Linearen Algebra der Ring der n-n-
Matrizen. Wéhrend die beiden erstgenannten Beispiele kommutativ sind, ist der Matrizenring
nicht kommutativ.

Unter den Ringen zeichnen sich solche nochmals besonders aus, bei denen nach Auslassung
der Ringnull eine multiplikative Gruppe vorhanden ist, wie etwa bei den rationalen Zahlen.
Solche Ringe nennt man Korper.
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Definition:

Ein Ring (K, +, *) heil}t ein KOrper, falls gilt

KI1: (K, +) ist ein kommutative Gruppe (Neutralelement ist die Kérpernull 0) und

K2: (K/{0}, *) ist eine Gruppe (Neutralelement ist die Koérpereins 1) und

K3: Es gelten die beiden Distributivgesetze: a* (b+c)=a*b+a* ¢ und
(atb)*c =a*c+b*c.

Ist die Multiplikation in einem Korper ebenfalls kommutativ, so spricht man von einem
kommutativen Korper. Nicht kommutative Korper werden auch Schiefkdrper genannt. Des-
halb ist es haufig tiblich, mit dem Begriff ,,Korper* bereits einen kommutativen Korper zu
bezeichnen. Da wir uns in diesem Skript nur auf kommutative Korper beschrinken, wollen
wir diese schlicht als Korper bezeichnen und dabei die Kommutativitdt der Multiplikation
einschlieBen.

Bekannteste Beispiele fiir Korper sind die Korper der rationalen, reellen bzw. komplexen
Zahlen sowie als endliche Beispiele die Restklassenringe zu Primzahlmoduln.

Wir formulieren noch einen Satz mit den wichtigsten Eigenschaften von Korpern:

Satz 8:

In jedem Korper (K, +, *) gilt:

a) a*(0=0firalleack

b) Ausa *b=0 folgt stets a=0 oder b=0 (K ist nullteilerfrei)
c) (kay*b=-(a*Db)

Hinweis: Wihrend die Eigenschaften a) und c) bereits fiir simtliche Ringe gelten, gilt die Ei-
genschaft b) nur fiir Kérper, nicht fiir beliebige Ringe.
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2.2 Der abstrakte Begriff des Vektorraums tber einem Korper

Im einfiihrenden Kapitel ,,Anschauliche Vektorrechnung* sollte u. a. eine tragfiahige Vorstel-
lung fiir den Vektorbegrift geschaffen werden. Diese anschauliche Vorstellung soll nun mit
Hilfe der im vorhergehenden Teil bereitgestellten algebraischen Strukturen zum abstrakten
Begriff des Vektorraums verschirft werden.

Wir machen uns nochmals klar, was wir zum Rechnen mit Vektoren benétigt haben:

Einmal die Vektoren selbst, die beziiglich der Vektoraddition eine kommutative Gruppe bil-
den, die haufig mit dem Begriff Vektormodul (V, +) bezeichnet wird.

AuBerdem bendtigen wir einen Zahlbereich als ,,Vervielfacher* fiir die Vektoren. Dieser
Zahlbereich ist sinnvoller Weise ein algebraischer Korper.

Definition:
Es sei (K, +, *) ein Korper und (V, #) eine kommutative Gruppe (Vektormodul).
Ferner sei eine skalare Multiplikation o: K x V — V mit folgenden Eigenschaften definiert:

S1: Esgilt re(se a )=(*s)e a firaller,s e Kundalle a e V.

S2: Esgilt (r+s)e a=reattsea firaller,seKundallea V.

S3: Esgilt rO(a # B)Zro a#treb firallere Kundallea,b eV.

S4: Esgilt 1 e a=a firallea e V.

Dann nennen wir das Tripel (V, K, o) einen Vektorraum Uber dem Kérper K.

Haufig wird als Korper K der Korper (R, +, *) der reellen Zahlen zu Grunde gelegt und man
spricht von einem reellen Vektorraum.

Wir geben die beiden wichtigsten Typen von Vektorrdumen {iber einem Korper K an:

1. Jeder Korper (K, +, *) ist mit (V, #) = (K, +) und der gewohnlichen Multiplikation * fiir
die skalare Multiplikation e schon ein Vektorraum tiber sich selbst.

2. Essei (K, +, *) ein beliebiger Korper. Die n-tupel von K" bilden mit der iiblichen kompo-
nentenweisen Addition und Multiplikation den so genannten arithmetischen Vektor-
raum K" Gber dem Korper K.

a, b, a, +hb, a r*a,
Addition: o B = S-Multiplikation: re| ... | =
a b a,+b,

n n n n n

Das Beispiel 2 ist grundlegend wichtig, denn alle anderen Vektorrdume sind — wie wir
spéter noch sehen werden — dazu isomorph:

Jeder Vektorraum der Dimension n tber dem Korper K ist zum arithmetischen
Vektorraum (K", K, *) tiber dem Kaérper K isomorph.

3. Die Menge F aller reellen Polynomfunktionen (ganzrationale Funktionen) mit der iibli-
chen Addition und Multiplikation ist ein reeller Vektorraum.

4. Die Menge aller Polynome von hochstens Grad n ist ebenfalls ein solcher.
Warum bildet die Menge sdmtlicher Polynome genau vom Grad n keinen Vektorraum?
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5. Die Menge aller auf einem Intervall [a, b] stetigen reellen Funktionen ist ebenfalls ein
reeller Vektorraum.

6. Die Menge aller reellen m-n-Matrizen bildet ebenfalls einen reellen Vektorraum.
Wir formulieren einige einfache Folgerungen aus den Vektorraumaxiomen:

Satz 1:
In jedem Vektorraum (V, K, ) gilt:

(1) O0ea=o0 firallea e V.
(2) reo =0 firallereK
3) (—r)ogl:—(roa) firaller e Kund alle a € V.

(4 rea=o0 < r=0oder a=0 firallere Kundalle a e V.

Die Beweise dieser Eigenschaften sind sehr einfach. Man muss nur die Gesetze iiber Korper
und Vektorrdume heranziehen:

(1) 0Oea=(0+0)ea=0ea #0e a.Daraus folgt sofort dic Behauptung.

2) re 0=re (6 # 6) =re 0 #re 0 . Daraus folgt sofort die Behauptung.

(3) Oe a= (r+(=r1))e a=rea-t (-1)e a = 0. Daraus folgt sofort die Behauptung.
(4) Seire a=o. Fall 1: r = 0. Dann ist die Behauptung richtig.

Fall 2: r # 0, dann existiert r ' und man erhilt ausre a = 0
rle(re 5) =a=0 wie behauptet.
Der Beweis fiir die Umkehrung von (4) ist in (1) und (2) schon gefiihrt.
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2.3 Linearkombinationen, Lineare Abhangigkeit, Lineare Hdille

Gegeben sei ein Vektorraum (V, K, e). Sind r; Elemente des Korpers K und El Elemente des
Vektormoduls V, also Vektoren, so nennt man den Ausdruck

—_ —_— —_— —_— n —_— D —
X=re3 #nea, #..#r,ea, = Zri ea. cine Linearkombination der Vektoren a; .
i=1

Wir wollen zur Vereinfachung der Schreibweisen im Folgenden auf die Unterscheidung der
Zeichen + bzw. # fiir die Addition im Korper bzw. die Vektoraddition im Vektormodul ver-
zichten und beide Male einheitlich das Zeichen + verwenden. Ebenso wollen wir fiir die un-
terschiedlichen Multiplikationen * bzw. e im Folgenden einheitlich das Zeichen * verwenden
bzw. wie in der Algebra héufig iiblich ganz auf das Multiplikationszeichen verzichten. Nur an
Stellen, an denen die Unterscheidung besonders dringend geboten scheint oder die Vereinfa-
chung zu Missverstidndnissen fithren konnte, wollen wir unterschiedliche Zeichen benutzen.

In der reellen Ebene R? haben wir Vektoren @ und b dann kollinear genannt, wenn der eine
ein Vielfaches des anderen war, wenn also galt: b=rea galt. Es besteht also eine lineare

Beziehung der Form r e a +se b =0.Man nennt die Vektoren deshalb statt kollinear auch
»linear abhangig* voneinander. Haben wir dagegen zwei Vektoren im R?, die nicht kollinear
sind, so konnen sie auch nicht linear abhéingig sein. Das bedeutet, dass in diesem Fall eine

Beziehung der Art r e a +se b =0 dannund nur dann bestehen kann, wenn beide Koef-
fizienten verschwinden, also sowohl r=0 als auch s =0 ist. Man sagt in diesem Fall, der

Nullvektor lasse sich aus @ und b nur ,.in trivialer Weise* linear kombinieren.
Ganz analoge Uberlegungen haben wir mit dem Begriff der Komplanaritit im reellen dreidi-
mensionalen Raum R?® gemacht. Waren drei Vektoren ,,komplanar®, dann bestand eine lineare

Beziehung der Art re a+seb +teC =0 wobeinicht alle drei Koeffizienten gleich 0
sein diirfen. Das heifit aber, dass sich der Nullvektor aus den drei Vektoren in nichttrivialer
Weise linear kombinieren ldsst. Diese beiden Begriffe der Kollinearitit bzw. Komplanaritat
werden nun mit dem abstrakten Begriff der linearen Abhéngigkeit verallgemeinert.

Definition:

Eine Menge {E,aﬁ,...,aj } von Vektoren nennen wir linear abhéngig (la), wenn es eine

Linearkombination des Nullvektors aus diesen n Vektoren gibt, bei der mindestens ein Koef-
fizient von 0 verschieden ist.

Eine solche Darstellung nennt man eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors.
Eine Menge von Vektoren die nicht linear abhéngig ist nennen wir linear unabhéngig (lu).

Man kann aus dieser Definition sofort einfache Folgerungen zichen:
(1) Enthilt eine Menge von Vektoren den Nullvektor, so ist sie linear abhéngig.

(2) Ist eine Menge von mindestens zwei Vektoren linear abhédngig, so ldsst sich mindestens
einer der Vektoren aus den iibrigen linear kombinieren.

(3) Ist eine Menge von Vektoren linear abhingig, so ist jede Menge von Vektoren, die diese
als Teilmenge enthélt, ebenfalls linear abhédngig.



46 S. Krauter

(4) Ist eine Menge von Vektoren linear unabhéngig, so ist jede nichtleere Teilmenge dieser
Menge ebenfalls linear unabhingig.

(5) Ist die Menge {El,g,...,a—n } linear unabhiéngig aber die Menge {El,g,...,a—n , b} linear

abhingig, so ldsst sich der Vektor b linear aus den Vektoren é:,a;...,é: kombinieren.

(6) Ist b eine Linearkombination aus den Vektoren E,aﬁ,...,aﬁ , S0 ist die Menge

{E,aj,...,a? , b } linear abhéingig.

(7) Ist die Menge {51,5;...,5.: } linear unabhingig und lisst sich der Vektor b nicht linear

aus den Vektoren a,g,...,a kombinieren, so ist die Menge {E,aﬁ,...,a?, b } eben-
falls linear unabhéingig.

Die hier dargestellten Folgerungen sind einfach und lassen sich leicht beweisen, worauf wir
hier im Einzelnen verzichten. Zur Vertiefung des begrifflichen Verstindnisses fiir die lineare
Abhingigkeit bzw. Unabhéngigkeit von Vektoren wird empfohlen, diese Beweise selbst zu
fiihren.

Satz 2:

EsseiM = {E,@,...,aﬁ } eine Menge von Vektoren aus einem Vektorraum V. Die Menge

L(M) der samtlichen Linearkombinationen der Vektoren é:,é; ,é: bildet einen Vektor-

raum.

Beweis:
Man tiiberpriift leicht die Vektorraumkriterien fiir die Menge L(H):

(1) Die samtlichen Linearkombinationen bilden beziiglich der Vektoraddition # ganz offen-
bar eine Gruppe.

(2) Da die Gesetze der S-Multiplikation fiir alle Vektoren in V gelten, gelten sie erst recht fiir
die Vektoren a:,a;...;a: und wegen der Giiltigkeit der Distributivgesetze auch fiir jede
Linearkombination dieser Vektoren.

Definition:
Man nennt den in Satz 2 genannten Vektorraum L(M) die Lineare Hille von M bzw. den von
den Vektoren a,,a,,...,a, aufgespannten Vektorraum L(M).

Beispiele:
1) Ein einzelner vom Nullvektor verschiedener Vektor a spannt einen eindimensionalen

Vektorraum auf.

2) Zwei lu (linear unabhingige) Vektoren spannen einen zweidimensionalen Vektorraum
auf.

3) Drei lu Vektoren spannen einen dreidimensionalen Vektorraum auf.
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Sind sie dagegen la, so kann der aufgespannte Raum zweidimensional, eindimensional
oder nulldimensional (Nullraum) sein.

4) Die drei Polynome 1, x und x? spannen den dreidimensionalen Vektorraum der Polynome
von hochstens zweitem Grad auf. Zu diesem Raum gehort z. B. das Polynom 3x + 5x2.

Definition:

Eine nicht leere Teilmenge U eines Vektorraums V heif3it eine Untervektorraum (UVR) von
V (iliber demselben Korper K), falls U selbst bereits ein Vektorraum ist.

Beispiele:
1) Die Menge der Vektoren (0; a) mit acK bildet einen UVR des R2.
2) Warum bildet die Menge aller Vektoren der Form (1; a) keinen UVR des R??

3) U={ 0 } ist UVR in jedem Vektorraum. Man nennt U den Nullraum.
Beachten Sie bitte, dass der Nullraum nicht die leere Menge ist: U= {0 } = ®.

Es gibt ein einfaches Kriterium, an dem man Untervektorrdume erkennen kann:

Untervektorraumkriterium:

Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes V ist bereits dann ein UVR von V, wenn
(1) U beziiglich der Vektoraddition # abgeschlossen ist und
(2) U beziiglich der S-Multiplikation abgeschlossen ist.

Selbstverstindlich ist der Durchschnitt zweier UVRe wieder ein solcher, nicht jedoch die
Vereinigung. Letztere ist nur in Sonderfillen wieder ein UVR.
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2.4 Basis und Dimension von Vektorraumen

Definition:
Eine Menge M = {El,g,...,a—n } heiflt ein Erzeugendensystem eines Vektorraumes V, wenn

V die lineare Hiille von M ist, wenn also jeder Vektor von V sich als Linearkombination der
Vektoren aus M darstellen ldsst.

Beispiele:

a) {(1;0),(0; 1), (1; 1)} ist ein Erzeugendensystem des R2.
Esgiltz. B. (3;4)=3a +4a, =4 a, -a =a +2a, +2a,

b) {(1;2;3),(1;1;1),(4;5; 6)} ist kein Erzeugendensystem des R3. So ldsst sich z. B. der
Vektor (0; 1; 0) sicher nicht aus den dreien linear kombinieren. Man beweise dies.

¢) Im R"ist die Menge der n kanonischen Einheitsvektoren ein Erzeugendensystem:
(1, 0,0, ...,0), (0, 1,0, ..., 0), ..., (0,0, ..., 0, 1)}

In der Regel ist man bestrebt, ein Erzeugendensystem mit moglichst wenigen Vektoren zu
haben. Ein solches nennt man eine Basis.

Definition:
Eine Menge B = {51, aj, ,aT } von Vektoren eines Vektorraumes V heift eine Basis von V,
falls B ein Erzeugendensystem und linear unabhéngig ist.

Beispiele:
a) Das oben unter c) aufgefiihrte Erzeugendensystem des R" nennt man in nahe liegender
Weise die kanonische Basis des R".

b) {(1; 1), (1;-1)} bildet eine Basis des R?.
c) {I;x; x?} bildet eine Basis der Polynome bis hochstens Grad 2.

. 1 0) (0 1 0 0y (0 O ) . .
d) Die Menge { , , , } bildet eine Basis des Vektorraums der
0 0) (0 O 1 0) (0 1

quadratischen 2-2-Matrizen.

Der Vorteil einer Basis gegeniiber einem beliebigen Erzeugendensystem liegt darin, dass je-
der Vektor des Vektorraumes beziiglich dieser Basis eine eindeutige Darstellung als Linear-
kombination besitzt.

Satz 3:
Ist M = {E,@,...,aﬁ } linear unabhdngig, so ldsst sich jedes Element der linearen Hiille L(M)

von M in eindeutiger Form als Linearkombination der Vektoren 51, g,...,aT darstellen.

Beweis (indirekt):

n n
Es seien zwei Linearkombinationen eines Vektors gegeben: Zri °a, = Zsi LN
i=1 i=1
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Daraus folgt: Z(ri - Si)ogi =0.
i=1

Da jedoch die Menge M lu ist, kann es sich nur um die triviale Darstellung des Nullvektors
handeln, bei der alle Koeffizienten 0 sind, also r;=s; fiir alle 1.

Eine Basis ist daher in zweifacher Weise ausgezeichnet:
(1) Sieist maximal: Jeder hinzugefiigte Vektor macht die Menge la.

(2) Sieistminimal: Jeder weggelassene Vektor nimmt der Menge die Erzeugendeneigen-
schatt.

Man erkennt leicht die beiden folgenden Eigenschaften:
(1) IstM= {El,g,...,a—n } eine lu Menge, so ist M eine Basis von L(M).

(2) Jede lu Menge von Vektoren eines Vektorraums V ldsst sich zu einer Basis ergénzen.

Der folgende Satz zeigt, dass man in einer Basis einzelne Basisvektoren durch andere Vekto-
ren austauschen kann, ja man kann sogar ein beliebiges System von lu Vektoren in einer Basis
austauschen:

Satz 4: (Austauschsatz von Steinitz)

In jeder Basis eines Vektorraums kann ein System von linear unabhéngigen Vektoren ausge-
tauscht werden, d. h.:

Ist {51,8.—2,...,61—n } eine Basis von V und {51 , E s e E } mit k < n eine linear unabhéngige

Menge, dann ist bei geeigneter Umnummerierung die Menge {b,, b, , ..., b, a_,,..., a, }
eine Basis von V.

Beweis:
Man fiihrt den Beweis durch Induktion nach k.
(1) Fiir k=0 und k = 1 ist der Fall klar.
(i) Wenn b, b,,..,b_, lusindund k-1<nund
B* = {E, E , ,Ez , 5; s eens 5: } eine Basis ist, dann gilt:
Wire k — 1 =n, so wire bereits {51 , bj s e E } eine Basis, also B la im Wi-
derspruch zur Voraussetzung. Daher ist k-1 <n, also k <n.
Da B* eine Basis ist, ldsst sich E aus B* linear kombinieren. Wiren dabei alle
Koeffizienten c¢; mit i > k gleich 0, so wére B la. Also ist mindestens einer die-

ser Koeffizienten, z. B. cx # 0 und man kann aT( gegen E austauschen.

(iii)  Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

Folgerung:
In Vektorrdumen mit endlicher Basis hat jede Basis die gleiche Anzahl von Vektoren.

Wir wollen wegen seiner grundsitzlichen Bedeutung fiir den Begriff der Dimension diese
Eigenschaft beweisen. Dazu zeigen wir nochmals konkret die Austauschbarkeit zunéchst ei-
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nes Vektors in einer Basis:

—_— —_— — n —_—
Essei A={a,,a,,...,d, } eine Basis von Vund b = ZI’i ea, wobei z. B. 1 # 0 ist. Es muss
i=1

ja mindestens ein Koeffizient von 0 verschieden sein, sonst wére b der Nullvektor und daher
die Menge der auszutauschenden Vektoren la. Wir zeigen, dass man durch Austausch von a,

durch b wieder eine Basis von V erhilt:

Dazu muss man nur zeigen, dass die Menge A’={a,, &,,..., & ,, b, a,,,..., 4, } eben-

falls eine Basis ist. Das zeigt man aber leicht durch den Nachweis, dass sie erzeugend und lu
ist.

Mit diesem Verfahren bzw. unter Anwendung des Austauschsatzes von Steinitz kann man bei
Vorliegen zweier Basen A und B schrittweise samtliche A-Vektoren durch B-Vektoren aus-
tauschen. A kann daher auf keinen Fall mehr Vektoren besitzen als B. Durch Vertauschung
der Rollen fiir A und B kann auch B nicht mehr Vektoren enthalten als A, und daher sind die
Anzahlen gleich.

Definition:
Die Anzahl der Basisvektoren eines endlichen Vektorraumes nennt man die Dimension des
Vektorraums.

Man gewinnt nun als Folgerung leicht den folgenden Satz:

Satz 5:

In einem n-dimensionalen Vektorraum V gilt:

(1) Jedes lu System von n Vektoren ist eine Basis.

(2) Fiir jeden Unterraum U von V gilt: dim (U) < dim (V).
(3) Aus dim (U) = dim (V) folgt U= V.

Beweise zur eigenen Ubung.

Hauptsatz Uber endlichdimensionale Vektorraume:

Zwei Vektorraume gleicher Dimension tber demselben Kérper K sind zueinander iso-
morph und zwar isomorph zum arithmetischen Vektorraum K" der samtlichen n-tupel
uber K.

Wir skizzieren den Beweis kurz.

Es seien zwei Vektorrdume V und W der Dimension n iiber dem Korper K mit den Basen A
bzw. B gegeben. Dem Vektor X aus V mit den Koordinaten (x1, X2, ..., Xy) beziiglich der Ba-
sis A ordnen wir durch die Abbildung f den Vektor y in W mit denselben Koordinaten (x;, Xz,
..., Xp) bezliglich der Basis B zu. Diese Abbildung f ist wie man leicht erkennt ein Iso-
morphismus, denn erstens ist f bijektiv und es gelten die Homomorphiebedingungen

f( a# B) =f( 5) # f(B ) und ebenso f(r e 5) =ref( 5) (zur eigenen Ubung nachrechnen!).

Mit der Kenntnis des Hauptsatzes kennen wir im Prinzip sdmtliche n-dimensionalen Vektor-
raume iiber einem Korper K.
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3. Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

3.1 Matrizen und Matrizenoperationen

Ein auBerordentlich niitzliches Darstellungs- und Beschreibungsmittel fiir lineare Gleichungs-
systeme und fiir lineare Abbildungen sind Matrizen. Daher wollen wir zu Beginn dieses Kapi-
tels eine kurze Einfiihrung in die Grundlagen der Matrizenrechnung geben.

Definition:
Ein rechteckiges Schema von Objekten (i. d. R. Zahlen) der Form M;s =

mit r Reihen (Zeilen) und s Spalten (Kolumnen) nennt man eine r-s-Matrix Mys.

Die Zeilen der Matrix nennt man die Zeilenvektoren mit jeweils s Komponenten und die
Spalten sind die Spaltenvektoren mit jeweils r Komponenten. Ein einzelnes Element aj der
Matrix erhélt als ersten Index i den Zeilenindex und als zweiten Index k den Spaltenindex.
Das Element aj steht daher in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte.

Eine r-s-Matrix, die nur Nullen als Elemente enthélt nennt man die Nullmatrix.

Vertauscht man bei einer Matrix M, die Zeilen und die Spalten, so erhélt man die zu M,
transponierte Matrix Ms,'. Man sagt auch, man habe die Matrix M, an der Hauptdiagonale
gespiegelt bzw. gestiirzt.

Ein Sonderfall sind die quadratischen Matrizen M,,,, bei denen Zeilen- und Spaltenzahl
iibereinstimmen, also r =s = n ist.

Eine quadratische Matrix, die nur in der Hauptdiagonale von 0 verschiedene Elemente besitzt,
nennt man eine Diagonalmatrix. Haben diese Elemente in der Hauptdiagonalen alle den
Wert 1, so nennt man die Diagonalmatrix die Einheitsmatrix.

Addition von Matrizen

Die einfachste Operation mit Matrizen ist die Addition zweier Matrizen vom gleichen Typ,
d. h. von Matrizen mit der gleichen Reihenanzahl r und der gleichen Spaltenanzahl s.

Definition:
Sind Ars und Bys zwei r-s-Matrizen, so erhélt man ihre Summe C,s durch elementeweise Addi-
tion: A+ Brs = Cys, falls flr alle 1, k gilt: cik = aix + bix.

Man erkennt leicht, dass fiir diese Addition das Assoziativgesetz ebenso wie das Kommuta-
tivgesetz gilt, wenn diese Gesetze flir die Elemente gelten, also z. B. ein Zahlkorper zu Grun-
de liegt. Weiter existiert dann mit der Nullmatrix ein neutrales Element und zu jeder Matrix
(aix) gibt es mit der Matrix (— aj) ein inverses Element. Wir stellen also fest:
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Satz 1:

Die Menge aller Matrizen von festem r-s-Typ tiber einem Zahlkdrper bildet mit der Matrizen-
addition als Verkniipfung eine kommutative Gruppe.
Man nennt diese Gruppe den Matrizenmodul der r-s-Matrizen.

Selbstverstdandlich sind die Addition von Vektoren (das sind n-1-Matrizen) bzw. von Skalaren
(das sind 1-1-Matrizen) Sonderfélle dieser so definierten Matrizenaddition.

S-Multiplikation von Matrizen

Wie fiir Vektoren kann man auch fiir Matrizen eine S-Multiplikation mit einem Skalar t des
zu Grunde liegenden Kdorpers definieren, indem man jedes Element mit dem Skalar t multipli-
ziert: t* M =t* (aik)rs = (t * aik)rs.

Es ist leicht einzusehen, dass auch fiir diese Multiplikation alle Gesetze der S-Multiplikation
fiir Vektoren gelten, so dass wir feststellen konnen:

Satz 2:

Die Menge aller Matrizen von festem r-s-Typ tiber einem Zahlkorper K bildet einen Vektor-
raum der Dimension r * s iiber dem Korper K.
Man nennt ihn den Vektorraum der r-s-Matrizen Gber dem Korper K.

Wie bei der Addition gilt auch hier: Die so definierte S-Multiplikation fiir Matrizen kann man
auch auf Vektoren (n-1-Matrizen) und Skalare (1-1-Matrizen) anwenden und erhélt die bei
diesen Objekten definierte gewohnliche S-Multiplikation.

Matrizenmultiplikation

Die bisher behandelten sehr einfachen Operationen mit Matrizen sind leicht einzusehen und
bediirfen zur Beherrschung auch keiner weiteren Ubung. Es geniigt, die Definitionen zu ken-
nen, um damit in einfachster Weise umgehen zu kdnnen. Anders liegt dies bei der néchsten
Operation mit Matrizen, der Matrizenmultiplikation, die wir nun behandeln wollen. Um sie zu
motivieren, schicken wir zwei Beispiele voraus.

Beispiel 1:
Mit Hilfe von Matrizen (Vektoren sind ja Sonderfille von Matrizen) kann man ein System
linearer Gleichungen sehr einfach beschreiben.

Gegeben sei folgendes lineare Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Variablen:

an *xptap*x+... +am *Xn=Db;
a *xptan*x+ ... + ay *xn=by
a3 *xptan*xt ... + a3, * Xn =Dbs
am FXytam *¥*xo+ ... + amn ¥ Xn = by

Man mochte dieses System darstellen mit Hilfe einer Gleichung der Art A * x=b.
Dabei bezeichnet A = (aix)mn die Koeffizientenmatrix des Systems.
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Xl bl
Die Vektoren X =| ... |und b = ... | bezeichnen den Spaltenvektor der n Losungsvariab-
X b

n m

len x;bzw. den Spaltenvektor der m Absolutglieder b; der jeweils rechten Seite der Gleichun-
gen (inhomogener Teil der Gleichung). Damit diese Darstellung moglich ist, muss man die

Multiplikation der m-n-Matrix A mit der n-1-Matrix X so definieren, dass sich eine Matrix
mit m Zeilen und 1 Spalte ergibt. Dabei miissen sich die Elemente so ergeben:

Man erhilt das Element c;j; des Produkts A « X, indem man die i-te Zeile von A mit der (ers-

— n
ten und einzigen) Spalte von X skalar multipliziert: c¢; = Zaikoxk .
k=1

Man sagt kurz:

Das Element cj erhdlt man als Produkt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von X.

Selbstverstindlich muss dazu die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von X iibereinstim-
men.

Beispiel 2:
Etwas aufwendiger aber allgemeiner wird das Produkt von Matrizen bei diesem Beispiel. Wir
wollen zwei lineare Abbildungen miteinander verketten:

Eine lineare Abbildung f des vierdimensionalen Raumes R* in den dreidimensionalen Raum
R3 soll mit einer linearen Abbildung g des dreidimensionalen Raum R? in den zweidimensio-
nalen Raum R? zu einer Abbildung h des R* in den R? verkettet werden:

R* > R® 9, R2

\ h=fog /

Die zugehorigen Abbildungsgleichungen sind:

f: X’=A+ X und g: X =Be X’

X
' 1 '
X a o &5 4y " X
b V| — X2 d Xl _ bl 1 b12 bl 3 '
ZW. | X, =la, aQ,, dy Ay |- un i e | X
X3 XZ b21 b22 b23
' '
X3 a’3 1 a’32 a33 a’34 X3
X,

Verkettet man nun diese beiden Abbildungen, so erhilt man fiir die Gleichungen
X7?=Bs+ X’=B+(Aes X)=C+ X

Wunsch ist nun, dass C =B « A eine 2-4-Matrix wird, die genau die Abbildung h=fo g
reprasentiert. Setzt man in die Gleichungen koordinatenweise und Schritt fiir Schritt die Wer-
te ein, so erhdlt man fiir die Elemente der Matrix C die folgenden Ergebnisse, die wir in ei-
nem konkreten Fall detailliert vorrechnen wollen:

X1 = by *x1”+bip*x2” +biz *xy
= bpy*n*xitan*xotan*xs+tang™xy
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+bix *(ax * X Han®* X+ axn® x3+au* x4)
+ bz * (a3 * x5 tazn* xo+a* x3+a* xq)

= (buu*an+tbp*an+bizs*asn) *x; +(bn*an+bipx*ax+biz*as) *x,+ ...
=Cn*xitCp*xy+....

Somit erhalten wir

3
cii=by *aj+bpp*ay +byz*ay = Zblk *a,
k=l

3
cio=bi *ap+bp*apn+tb;z*ap= Zblk *a,
k=1

3
= * % E S — £ 3
Cpq = bp1 * a1q + bpo * axq + bps * a3z szk Aq
k=1

Das Element in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte der Produktmatrix erhdlt man, indem man
den i-ten Zeilenvektor der ersten mit dem k-ten Spaltenvektor der zweiten Matrix skalar mul-
tipliziert.

Mit diesen zwei Beispielen wollten wir die folgende Definition der Matrizenmultiplikation
vorbereitend motivieren und erldutern. Zur Ubung sollten Sie ein einfaches Produkt zweier
Matrizen selbst berechnen. Beachten Sie dabei, dass notwendigerweise die Spaltenzahl der
ersten Matrix mit der Zeilenzahl der zweiten {libereinstimmen muss. Das Ergebnis hat die Zei-
lenzahl der ersten und die Spaltenzahl der zweiten Matrix.

Definition:

Gegeben sei eine r-m-Matrix Arm und eine m-s-Matrix By, d. h. die Spaltenzahl von A
stimmt mit der Zeilenzahl von B iiberein. Dann wird das Matrizenprodukt C=A « B wie
folgt gebildet:

Cs ist eine Matrix mit der Zeilenzahl r von A und der Spaltenzahl s von B und man erhélt das
Element cix als Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B:

m
Ci= D a; * by,
=

Eigenschaften des Matrizenprodukts:

e  Fiir die Multiplikation von Matrizen gilt das Assoziativgesetz:
A*B*C)=(A*B)*C.

e Ein skalarer Faktor kann assoziativ ,,durchgereicht* werden:
(kA)*B=A*(kB)=k (A *B)

e Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ, d. h. i. Allg. gilt
A*B=B*A.

e Die Multiplikation ist distributiv iiber der Addition:
Es gilt sowohl A*(B+C)=A*B+A*C alsauch (A+B)*C=A*C+B*C.
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e Bei den quadratischen n-n-Matrizen ist die Einheitsmatrix Neutralelement der
Multiplikation.

e  Fiir die transponierten Matrizen A" und B" gilt: (A*B)' =B" * A",

e  Die Multiplikation von Matrizen ist nicht nullteilerfrei, d. h. es kann A * B die Nullmat-
rix ergeben, auch wenn keiner der Faktoren eine Nullmatrix ist.

Aufgabe 1:

Berechnen Sie die folgenden Produkte von Matrizen (sofern dies moglich ist).
Berechnen Sie auch das Produkt mit vertauschten Faktoren — sofern moglich.

1 0 0 1 0 2)\(-11 2 2 2 2
a b c 1 20
a [} —_ o — C o —
) 01 0| b2 -1 3644 0 1 ) 11
d e f 0 0 1
0 0 1 4 1 8){L 6 -1 -1 0 O

2 -1
1 3)(2 0 -4 1 -2 -5
d) . e) [1 0 |
2 -1){3 -2 6 34 0
-3 4
f)  Welchen Matrizentyp erhilt man bei der Multiplikation eines Zeilenvektors mit einer
passenden Matrix?

g) Welchen Matrizentyp erhélt man bei Multiplikation einer Matrix mit einem passenden
Spaltenvektor?

h) Welchen Matrizentyp erhélt man bei Multiplikation eines Zeilenvektors mit einem pas-
senden Spaltenvektor?

Fiir die Multiplikation von Matrizen gibt es ein tibersichtliches und hilfreiches Schema (be-
nannt nach Falk). Wir verzichten jedoch auf die Wiedergabe dieses Schemas. Die heute iiber-
all und jederzeit vorhandene Verfiigbarkeit iiber Computer und CAS-Systeme macht die Be-
herrschung solcher Routinen ,,von Hand* iiberfliissig und unnétig. Wir empfehlen den Einsatz
solcher Systeme fiir diese ,,Karrnerarbeit und verweisen auf die im Anhang befindlichen
Hinweise zu MAPLE. MAPLE nimmt Thnen das mithsame Multiplizieren von Matrizen ab.

Quadratische Matrizen

Von besonderem Interesse sind die quadratischen n-n-Matrizen. Es gilt:

Satz 3:

Die Menge M, der quadratischen n-n-Matrizen bilden fiir festes n einen (nicht kommutativen)
Ring mit Einselement (Einheitsmatrix). Man nennt ihn den Matrizenring der n-n-Matrizen.

Beweis:

(Mn, +) ist eine kommutative Gruppe (siche Satz 1).

(Mn, ) ist eine (nicht kommutative) Halbgruppe (siche Eigenschaften des Matrizenprodukts)
Es gelten die Distributivgesetze (sieche Eigenschaften des Matrizenprodukts).

SchlieBlich zeigt man durch Nachrechnen die Neutraleigenschaft der Einheitsmatrix.
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Damit ist die Behauptung des Satzes 3 vollstdndig bewiesen.

Wir bemerken, dass man mit dem Matrizenring ein Beispiel eines nicht kommutativen Ringes
kennt, der nicht schon ein Korper ist. Dass der Matrizenring kein Korper ist, zeigt allein schon
die Existenz von Nullteilern. Es besitzen ndmlich nur diejenigen n-n-Matrizen multiplikativ
Inverse, deren Determinante nicht 0 ist. Diese Matrizen nennt man reguldr im Unterschied zu
den singuldren Matrizen mit Determinante 0. Wir wollen schlieBlich noch zeigen, wie man
mit Hilfe elementarer Umformungen (siehe Kapitel 3.2 und 3.3) zu einer reguldren Matrix die
inverse Matrix berechnen kann.

Matrizeninversion

Gegeben sei eine regulire n-n-Matrix A. Zu bestimmen ist eine Matrix B = A™ der Art, dass
A « B =E ist, wobei E die Einheitsmatrix ist, die in der Hauptdiagonale jeweils Einsen als
Elemente hat, sonst aber nur Nullen. Schreibt man sich dies ausfiihrlich auf, so sucht man

Spaltenvektoren 51, E s e b: fiir die Matrix B, die den Gleichungen A E = € geniigen,

wobei die a die gegebenen Spaltenvektoren der Einheitsmatrix E sind, d. h. die kanonischen

Einheitsvektoren. Es geht also darum, gleichzeitig n lineare Gleichungssysteme mit ein- und
derselben Koeffizientenmatrix A zu ldsen. Wir fithren dies exemplarisch an einem konkreten
Fall fiir n = 3 schrittweise durch, benutzen dazu aber das CAS-System MAPLE:

1 0 2
Gegeben ist die Matrix A= | 2 —1 3 |. Gesucht ist die zu A inverse Matrix B =A™,
4 1 8

Wir stellen - auch als Anregung zur Nutzung von CAS-Systemen - das entsprechende
MAPLE-BIatt fiir diese Berechnung vollstindig dar:

>with(linalg)

>

War ni ng, premature end of input

>A:= Matrix([[1,0,2],[2,-1,3].[4.1,8]1D);
E:= Matrix([[1,0,0],[0,1,0]1,[0,0,11D);

1 0 27
A=|2 -1 3
4 1 8
1 0 0]
E=]{0 1 0
0 0 1
>Al:= concat(A,E); ) Fasst die Matrizen horizontal zusammen
1 0 2|1 0 O
Al=|2 -1 3]0 1 O
4 1 810 0 1
>A2:= addrow(Al, 1, 2, -2); Addiert (-2)*Zeilel zu Zeile2

1 0 2|1 0 O
A2:=/0 -1 -1]-2 1 O
4 1 8|10 0 1
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>A3:= addrow(A2, 1, 3, -4); Addiert (-4)*Zeilel zu Zeile3
10 2|1 0 0]
A3:=[0 -1 -1]2 1 0

>A4:= addrow(A3, 2, 3, 1); Addiert 1*Zeile2 zu Zeile3

>A5:= addrow(A4, 3, 2, -1); Addiert (-1)*Zeile3 zu Zeile2

>A6:= addrow(A5, 3, 1, 2); Addiert 2*Zeile3 zu Zeilel

1
A6:=|0 -1 0| 4 0 -1
0 0 -1 -6 1 1
>A7:= mulrow(A6, 2, -1); Multipliziert Zeile2 mit -1 durch
1 0 O0f-11 2 2
01 0| 4 0 1
0 0 -1] -6 1 1

>A8:= mulrow(A7, 3, -1); Multipliziert Zeile3 mit -1 durch
1 0 O0f-11 2 2
A8 := {0 1 0| 4 0 1
0 0 1 6 -1 -1
>B:= submatrix(A8, 1..3, 4..6); Teilmatrix Zeilen 1 bis 3 Spalten 4 bis 6.
-1 2 2
B=| 4 0 1
6 -1 -1
>multiply(A, B); Multipliziert Matrix A mit B.
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Wir haben damit zum Schluss auch noch die Probe darauf erbracht, dass B invers zu A ist.

Selbstverstindlich ist diese lange Prozedur unnétig, denn der Aufruf
> 1nverse(A);

hitte uns sofort die fertige Matrix B in einem Schritt geliefert.

Bestimmung des Ranges einer Matrix mit elementaren Umformungen

Die siamtlichen Linearkombinationen aus den Zeilenvektoren einer Matrix A bilden bekannt-
lich einen Vektorraum, den Zeilenraum der Matrix. Dessen Dimension nennt man den Zei-
lenrang der Matrix. Analoges gilt fiir die Spalten der Matrix.
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Als letzte Anwendung der Matrizenrechnung zeigen wir, wie man durch elementare Zeilen-
umformungen eine Basis des durch die Zeilenvektoren aufgespannten Vektorraumes bestim-
men kann. Selbstverstandlich gilt das ebenso fiir die Spalten.

Ohne Beweis teilen wir mit, dass der Zeilenrang einer Matrix jeweils gleich ihrem Spalten-
rang ist: Fiir jede Matrix gilt: Zeilenrang = Spaltenrang. Dies gilt jedoch nicht fiir die von
den Zeilen- bzw. Spaltenvektoren aufgespannten Raume, diese sind durchaus voneinander
verschieden. Uberzeugen Sie sich selbst durch Beispiele von diesen Behauptungen.

Dazu machen wir uns klar, dass keine der elementaren Zeilenumformungen den Zeilenraum
verdndert, also insbesondere den Zeilenrang der Matrix unverdndert 14sst.

Dies ist fiir den Zeilentausch klar und ebenso fiir die Multiplikation einer Zeile mit einem
von 0 verschiedenen Faktor: Jeden Vektor, den man aus den urspriinglichen Zeilen linear
kombinieren kann, kann man auch aus den verdnderten Zeilenvektoren linear kombinieren
und umgekehrt.

Dasselbe gilt auch fiir die Addition einer Zeile zu einer anderen, wie man sich leicht klar
macht, was wir jedoch hier im Einzelnen gar nicht formal notieren wollen.

Damit ist klar, dass man durch einfaches Umformen auf Dreiecksform sofort und leicht eine
Basis und den Rang des Zeilenraumes (analog des Spaltenraumes) einer Matrix bestimmen
kann. Das CAS-System MAPLE hat dafiir bereits eingebaute Routinen bereit, die wir an ei-
nem Beispiel vorfiihren wollen:

>with(linalg)

>
> A= Matrix([[l,2,3],[4,-5,—7],[6-‘1’—1],[5,—3"4]]);
1 2 3
a|d ST
6 -1 -1
5 3 4

> rowspace(A);
1 19
(Lo long )

{[0,1,1,11,[1,0,2,1]}

>colspace(A);

>rank(A);

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie den Zeilenraum und den Spaltenraum und jeweils eine Basis.
Zeigen sie jeweils, dass Zeilenrang = Spaltenrang gilt, nicht aber Spaltenraum = Zeilenraum.

1 23 5 0 0 2

b) B-

DWW N
g O L N
O = =
oS o o =
—_—n o =

3 4 6 0 1 1
4 5 7 1 0 1
5 6 8 I 1 1
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3.2 Einfuhrende Beispiele linearer Gleichungssysteme

Beispiel 1:
Gegeben sei das homogene Gleichungssystem x+ty=0 (1)
mit zwei Gleichungen in zwei Variablen. x—-y=0 (2)

Die Gleichungen heiflen homogen, weil alle auf der linken Seite der Gleichung vorkommen-
den Glieder gleichartig sind, also alle von der Form k * v mit k als reellem Koeffizienten und
v als einer Losungsvariablen.

Eine einfache Berechnung zeigt, dass das geordnete Paar, d. h. der zweidimensionale Vektor

(x;y)=(0;0)= 0 die einzige Losung dieses Systems ist. Geometrisch im R? handelt es sich
um zweli nicht parallele Geraden, die sich beide im Ursprung treffen.

Betrachten wir nun ein inhomogenes Gleichungssystem Xx+y—4
mit demselben Koeffizientenschema, aber mit zusétzlichen X—-y—2
Absolutgliedern (daher inhomogen):

0
UG

Man findet leicht die einzige Losung (x; y) = (3; 1). Es handelt sich bei geometrischer Deu-
tung im R? um zwei nicht parallele Geraden, die sich im Punkt (3; 1) schneiden.

Beispiel 2:
Homogener Fall: x+y=0 ®)] und 3x+3y=0 (6)

Man erkennt leicht, dass es sich geometrisch um ein und dieselbe Ursprungsgerade handelt
und daher sdmtliche Vektoren der Art (t; -t) =t * (1;-1) fiir beliebige teR Losungen sind.
Die gesamte Losungsmenge ist also ein Vektorraum der Dimension 1.

Inhomogener Fall: x+ty—-4=0 (7) und 3x+3y-12=0 (8)

Beide Gleichungen stellen wiederum dieselbe
Gerade dar. Man erhélt samtliche Losungsvekto-
ren, indem man zu einer einzigen speziellen Lo-
sung z. B. (4; 0) die simtlichen Losungen des
zugehorigen homogenen Systems addiert, also
(4;0)+t*(1;-1) mitteR.

Die Losungsmenge ist daher eine Nebenklasse
der Losung des zugehdrigen homogenen Sys-
tems. Wir stellen dies nebenstehend grafisch dar.

Beispiel 3:
Homogener Fall: Wie bei Beispiel 2.
Inhomogener Fall: xty—4=0 (9) und 3x+3y-5=0 (10)

Man erkennt leicht, dass es sich um zwei zueinander parallele, jedoch verschiedene Geraden
handelt und daher im inhomogenen Fall keine Losung existiert.
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Wir haben mit diesen Beispielen eine Ubersicht iiber die Losungsmdglichkeiten von linearen
Gleichungssystemen mit zwei Variablen und zwei Gleichungen erhalten, die wir noch einmal
geometrisch deuten:

e Entweder stellen die Gleichungen zwei nicht zueinander parallele Geraden dar, dann gibt
es genau eine Losung.

e  Oder sie stellen zwei zueinander parallele Geraden dar. Dann gibt es entweder unendlich
viele Losungen, wenn die beiden Parallelen identisch sind oder gar keine, wenn sie ver-
schieden sind.

Aufgabe 3:

Eine lineare Gleichung mit drei Variablen stellt eine Ebene im R? dar.

Diskutieren Sie die simtlichen moglichen Anordnungen dreier Ebenen im Raum und damit
die sdmtlichen Mdéglichkeiten von Losungsmengen von Systemen mit drei linearen Gleichun-
gen in drei Variablen.

Homogene und inhomogene lineare Gleichungen:
Es seien im Folgenden die Vektoren aus dem R" gewéhlt. Dann stellt a « X =b oder in aus-

n
geschriebener Koordinatenform Z a e X, =ar*x; +ay*x, + ..+ a,*x, = b eine homogene
k=1

oder eine inhomogene lineare Gleichung in n Variablen dar, je nachdem b = 0 oder b # 0 ist.

Wir zeigen nun einen grundsitzlichen Zusammenhang zwischen den Losungen der inhomo-
genen und denen der homogenen Gleichung auf:

o st XTJ eine beliebige spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, also a . XT) =b
und ist ;1 eine beliebige Losung der homogenen Gleichung d. h. a . 9 =0, so ist
XT) + 9 eine Losung der inhomogenen Gleichung, denn es gilt:
ae(X,ty)=ae+x +asy=b+0=b.
Wenn man also zu einer bestimmten Losung der inhomogenen Gleichung irgendeine L6-

sung der homogenen Gleichung addiert, erhdlt man wieder eine Losung der inhomogenen
Gleichung.

e  Wir zeigen nun, dass man auf die geschilderte Weise tatsdchlich sémtliche Losungen der
inhomogenen Gleichung erhélt, dass sich also jede beliebige Losung der inhomogenen

Gleichung in der oben dargestellten Form als XT) + 9 darstellen lasst:

Sei also z eine beliebige Losung der inhomogenen Gleichung, also ae«z=b.
Danngilta « z —a « X, =a «(Z - X,)=b—b=0unddaherist(z - X, ) eine Lo-
sung der homogenen Gleichung. Daher lisst sich 7 darstellen in der Form

z =X, +Yy,wenn Yy eine Losung der homogenen Gleichung ist.

Wir erhalten also folgendes Ergebnis, das man z. B. auch von linearen diophantischen Glei-
chungen in der Zahlentheorie her kennt:
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Satz 4: (Uberlagerungsprinzip fir lineare Gleichungen)

Man erhilt simtliche Losungen einer inhomogenen linearen Gleichung, wenn man zu einer
Einzellosung X, der inhomogenen Gleichung sdmtliche moglichen Losungen y der zugeho-
rigen homogenen Gleichung jeweils addiert.

Dasselbe gilt fiir ein System linearer Gleichungen.

Aufgabe 4:

Beweisen Sie die Aussage des obigen Satzes 1 fiir Systeme linearer Gleichungen im Einzel-
nen analog zur Herleitung des Satzes 1.
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3.3 Der Losungsalgorithmus von Gauf}

Wir werden nun - zunédchst an konkreten Beispielen - einen systematischen Losungsalgorith-
mus fiir Systeme linearer Gleichungen kennen lernen. Zu diesem Zweck stellen wir vorab
fest, welche Umformungen an derartigen Gleichungssystemen Aquivalenzumformungen sind,
die die Losungsmenge nicht verdndern.

Satz 5: Aquivalenzumformungen an linearen Gleichungssystemen

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems dndert sich nicht, wenn man
(E1) eine der Gleichungen mit einem Faktor k # 0 durchmultipliziert
(E2) eine Gleichung des Systems zu einer anderen addiert

(E3) die Reihenfolge der Gleichungen vertauscht.

Die Richtigkeit dieser Behauptungen ist so offenkundig und kann so einfach nachgewiesen
werden, dass wir auf diesen Nachweis verzichten konnen. Man nennt diese drei Operationen
auch ,,Elementare Umformungen* des Gleichungssystems. Gelegentlich wird die Nacheinan-
derausfithrung von (E1) und (E2) zusammengefasst zu einer einzigen Operation:

(E4) Man addiert das k-fache einer Gleichung zu einer anderen, wobei k # 0 sein muss.

Beispiel 1: Gleichungssystem mit vier Gleichungen in drei Variablen
2x+3y+5z =6 (1)

x +y +z =4 2)

3x+2y+z =0 3)

4x +3y+2z=4 4)

Im ersten Schritt vertauschen wir Gleichung (1) mit Gleichung (2).

Dann sorgen wir dafiir, dass bei allen anderen Gleichungen auler bei der neuen Gleichung (1)
die Glieder mit der Variablen x verschwinden, indem wir entsprechende Vielfache der ersten
Gleichung addieren. Das Ergebnis dieser Operationen haben wir in der Form (a) als reines
Koeffizientenschema (Matrix) ohne die Variablen dargestellt:

I 1 1 4 1 1 1| 4 4 1 0 0 22

0 1 3 |2 @ 0 1 3] =2 ) () -2 © 0 1 0 40 @
0 -1 -2 |-12 0 0 1| -14 0 0 -14 0 0 1] -14

0 -1 -2 1[-12 0 0 1| -14 0 0 079 O 0 0 0 O

Im néchsten Schritt sorgen wir dafiir, dass ab Gleichung (3a) die Glieder mit der Variablen y
verschwinden, indem wir entsprechende Vielfache der Gleichung (2a) addieren. Wir erhalten
Form (b). Im letzten Schritt erhalten wir Form (¢), indem wir das (-1)-fache der Gleichung
(3b) zur Gleichung (4b) addieren. Auf Grund des Aussehens der Matrix nennt man die Form
(c) nun Staffelform oder Dreiecksform. Bereits in dieser Form kénnte man nun die Losun-
gen bestimmen, wir wollen jedoch noch einen Schritt weitergehen und die endgiiltige Diago-
nalform (d) erzeugen:



Vektorgeometrie und Lineare Algebra 63

Mit Hilfe der Gleichung (2¢) bringen wir das y-Glied der Gleichung (1¢) und anschlieBend
mit Hilfe von (3¢) das z-Glied der Gleichung (1c) zum Verschwinden. AuBlerdem bringen wir
mit Hilfe von (3¢) in der Gleichung (2¢) noch das z-Glied zum Verschwinden und erhalten
Form (d). Da wir nur elementare Umformungen verwendet haben, hat sich die Losungsmenge
nicht verdndert und das Gleichungssystem (d) hat dieselben Losungen wie das Ausgangssys-
tem. An der Diagonalform (d) kann man jedoch die Losungen sofort ablesen:

Es gibt eine eindeutige Losung (X;y; z) = (-22; 40; -14).

Aufgabe 5:

Ermitteln Sie mit Hilfe elementarer Umformungen wie im Beispiel die Losungsmenge der
folgenden Gleichungssysteme, indem Sie jeweils das Koeffizientenschema auf Diagonalform
bringen. Vergleichen Sie insbesondere die Unterschiede bei den Aufgaben e), f), g) und h).
Kontrollieren Sie Thre Ergebnisse mit einem CAS-System z. B. MAPLE. Benutzen Sie die
Prozeduren gausselim bzw. gaussjord aus dem linalg-Packet.

1 23 4|0
2 1|2
2 1|2 11 |3 1 11 1|0
a) |4 2|4 b) c) d)
4 2|3 1 —1|1 2 22 2|0
6 3|6
2 3 4 5|0
1 2 —616 1 2 6|6 1 2 6|6 1 2 —616
e)|0 1 —4 |2 Hlo 1 —4|2 g)|0 1 4|2 h)[0 0 0
00 2 |1 00 0 |1 00 0|0 0 0 0 |0

Mit Hilfe der elementaren Umformungen kann man jedes lineare Gleichungssystem auf Staf-
fel- bzw. Dreiecksform bringen. Falls einmal eine ganze Spalte aus lauter Nullen bestehen
sollte, kann man notfalls die Variablen vertauschen, also z. B. die y-Spalte mit lauter Nullen
als dritte und die z-Spalte dafiir als zweite Spalte verwenden. Dies ist jedoch bei der Angabe
der Losungen zu beachten. Das hier vorgestellte Verfahren geht auf C. F. Gaul zuriick und
heift in der Dreiecksform Gaul3- bzw. in der Diagonalform Gauf3-Jordan-Algorithmus.

Das rechteckige Schema der Koeffizienten eines Gleichungssystems mit m Gleichungen in n
Variablen nennt man die Koeffizientenmatrix mit m Zeilen und n Spalten des Systems.

Die um die Spalte der Absolutglieder auf der rechten Seite der Gleichung erweiterte Matrix
mit m Zeilen und (n+1) Spalten nennt man die erweiterte Matrix des Systems.

Beispiel 2:
1 2 6|6 1 2 6|6
a) ([0 1 —4|2 by |0 1 —4|2
0 0 011 0 0 010

Bei unserem Beispiel 2 a) hat die Koeffizientenmatrix den Rang r = 2 und die erweiterte Mat-
rix den Rang r. = 3. Das bedeutet jedoch, dass das System keine Losung besitzen kann, denn
die letzte Zeile mit 0 * z =1 ist unerfiillbar. Wir halten also als erstes fest, dass ein Glei-
chungssystem nur dann losbar ist, wenn der Rang der erweiterten Matrix mit dem der Ko-
effizientenmatrix Gbereinstimmt. Dies ist bei einem homogenen System selbstverstandlich
immer der Fall und ein solches besitzt ja auch immer mindestens den Nullvektor als Losung.
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Beim Beispiel 2 b) haben die Koeffizientenmatrix und die erweiterte Matrix beide den Rang
r=r. =2 und es gibt offenbar Lésungen: Wir konnen den z-Wert beliebig wihlen z. B. als
Parameter z = t. Damit erhélt man aus der zweiten Gleichung y = 2 + 4t und aus der ersten
X=6+6t—2%*(2+4t)=2-2t. Insgesamt ergibt sich als Losung (2;2; 0) +t * (-2; 4; 1).
Offenbar ergibt sich die Zahl der frei wéahlbaren Losungsparameter als Differenz der Anzahl
der Variablen minus Rang der Koeffizientenmatrix.

Aufgabe 6:

Bestimmen Sie jeweils die Dreiecks- bzw. Diagonalform der folgenden Gleichungssysteme.
Geben Sie jeweils den Rang r der Koeffizientenmatrix sowie den Rang r. der erweiterten Mat-
rix an — ggf. in Abhéngigkeit vom Parameter t — und bestimmen Sie die Losungsmenge. Kon-
trollieren Sie mit MAPLE.

a) 2x-—3y+5z =t+3 =t-3 b) 2x-3y+2=0 ¢) x+y+2z=8
10x +4y — 13z = -4 = 4 2x+z—-1 =0 -Xx-2y+3z=1
14x -2y +(t—5)z|= -2 = 2 3y+2z—-1=0 3x -7y +4z=10

wobel t ein reeller Parameter ist.

Zusammenfassung:

Ein lineares Gleichungssystem in n Variablen mit m Gleichungen kann mit Hilfe elementarer
Zeilenumformungen und evtl. notwendigem Spaltentausch auf die folgende dquivalente Form
gebracht werden (Gaul3-Algorithmus):

1 > 95 0G4 - 9 hl )
0 Oy Oy - Uon|
0 | h

O34 on| > r = Rang der Koeffizientenmatrix
0 g4n
0 1 gr(r+]) o O hr _/
0 “ee 0 r+1

0

cee O o
0 0 |]n,

n —r = Parameteranzahl

Sind alle Elemente hy44, ..., hy gleich 0, so hat die erweiterte Matrix den Rang r. = 1.

Ist dagegen eines der Elemente hy mit k > r von 0 verschieden so ist der Rang der erweiterten
Matrix r. groBBer als der der Koeftizientenmatrix, also r. > r.

Das System ist genau dann 16sbar, wenn r = r¢ ist.
In diesem Falle ist die Losung (n — r)-parametrig, d. h. man kann (n — r) der Lésungsvariablen
frei wihlen und die iibrigen r sind dadurch bestimmt.
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3.4 Vektorraume und affine Punktrdume als Lésungsmengen

Wir sind bisher relativ groziigig mit der Deutung von Vektoren umgegangen und haben sie
gelegentlich auch als Punkte im R" gedeutet. Diese GroBziigigkeit wollen wir nun auf eine
saubere begriffliche Grundlage stellen und damit rechtfertigen, indem wir den Zusammen-
hang exakt beschreiben.

Gegeben sei ein n-dimensionaler Vektorraum V (z. B. {iber dem Korper der reellen Zahlen).
Wir kommen anschaulich zu einem n-dimensionalen Punktraum P, indem wir von einem be-
liebigen Punkt U (z. B. dem Ursprung) aus alle Vektoren von V abtragen bzw. anhdngen. Die
Spitze jedes Vektors markiert dann einen Punkt des Punktraums P.

Definition:
Gegeben sei ein Vektorraum V der Dimension n. Dann gibt es dazu einen eindeutig be-
stimmten affinen Punktraum P der Dimension n mit folgenden Eigenschaften:

(1)  Sind P und Q zwei beliebige Punkte des Punktraums P, so gibt es einen eindeutig be-
stimmten Vektor v :E(—j =Q—-P im Vektorraum V.

(2) Ist P ein beliebiger Punkt des Punktraums P und V ein beliebiger Vektor des Vektor-
raums V, so gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt Q des Punktraumes P mit der Ei-

genschaft Q =P +V bzw. v = E@
Diesen Punktraum nennt man den affinen Punktraum zu V.

Mit diesen Begriffen konnen wir die Struktur der Losungsmengen homogener und inhomoge-
ner Gleichungssysteme genauer beschreiben:

Gegeben sei ein Gleichungssystem Amp X = b mitm Gleichungen in n Variablen.
Die Koeffizientenmatrix Amn habe den Rang r und es sei b der ,,rechte-Seite-Vektor*.

Homogenes Gleichungssystem (d. h. b = 0):

Ein homogenes LGS besitzt stets mindestens den Nullvektor als triviale Lésung.
Die Menge aller Losungsvektoren bildet einen Vektorraum Lpom der Dimension n—r.
Im Falle n = r ist der Nullvektor die einzige L6sung.

Inhomogenes Gleichungssystem (d. h. b # 0):

Ein inhomogenes Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn der Rang r der Koeffi-
zientenmatrix Amn gleich dem Rang re der erweiterten Matrix (A, b) ist.

Im Losbarkeitsfall ist die Losungsmenge ein affiner Punktraum der Dimension n —r.
Ist x, ein beliebiger spezieller Lésungsvektor des Systems, so erhalt man die Gesamt-
heit aller Lésungen durch X, + Liom.

Ist n =r, so ist die Losung im Ldsbarkeitsfall eindeutig
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3.5 Erganzung: Elementare Umformungen mit Elementarmatrizen

Matrizen konnen aufgefasst werden als die Menge ihrer Zeilenvektoren (bzw. analog ihrer
Spaltenvektoren). Die Menge aller Linearkombinationen aus den Zeilenvektoren ist ein Vek-
torraum. Man kann seine Dimension und eine Basis mit Hilfe von elementaren Zeilenumfor-
mungen ermitteln. Die elementaren Zeilenumformungen verdndern also weder den Rang noch
den aufgespannten Raum.

Wir werden im Folgenden kennen lernen, wie man elementare Umformungen auch durch
Multiplikation mit geeigneten Matrizen erreichen kann. Die hierzu erforderlichen Matrizen
nennt man Elementarmatrizen. Elementarmatrizen sind quadratische n-n-Matrizen, die man
aus der entsprechenden n-n-Einheitsmatrix I,, durch Anwendung einer einzigen elementaren
Zeilenoperation gewinnt.

Wir zeigen zunéchst einige Beispiele, die wir mit Hilfe von MAPLE illustrieren:

>with(linalg) Damit aktivieren wir die Routinen zur Linearen Algebra.
>A:=matrix([[a,b],[c.d].[e.fl]); Erzeugung der Beispielmatrix A
a b
A=|c d
e f

>E:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]1]) ;Erzeugung der Einheitsmatrix I;=E
1 0 0
E=]{0 1 0
0 0 1

>E12:=matrix([[0,1,0],[1,0,0],[0,0,1]1); Zecilentausch 1 mit2 bei E

[0 1 0]

El2:={1 0 0

0 0 1]
>E13:=matrix([[0,0,1],[0,1,0],[1,0,0]]); Zecilentausch 1 mit 3 bei E

0 1]
E13 :=|0
1

(=]

0

1

0
>E23:=matrix([[1,0,0],[0,0,1],[0,1,0]]); Zecilentausch 2 mit 3 bei E

0 0]

0

1

1
E23 =|0
0

Wird die Matrix A von links her mit einer dieser drei Zeilentauschmatrizen multipliziert, so
bewirkt dies genau den entsprechenden Zeilentausch an der Matrix A:
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>A12:=multiply(E12,A);
Al3:=multiply(E13,A);
A23:=multiply(E23,A);

C
Al2 .=| a
_e
e
Al3 :=|c
_a
[a
A23 =| e
_C

Zeilentauschoperationen

Wir zeigen nun genau den gleichen Effekt fiir die zweite elementare Umformung, die Multi-
plikation einer Zeile mit einem von 0 verschiedenen Faktor. Die dafiir zustdndigen Elemen-
tarmatrizen gewinnt man wieder, indem man die entsprechende Operation an der Einheitsmat-

rix E durchfiihrt:
>Elk:=matrix([[k,0,0],[0,1,0],[0,0,1]1]); Zeile 1 von E mit k multipliziert
k 0 0
Elk =0 1 0
0 0 1
>E2r:=matrix([[1,0,0],[0,r,0],[0,0,1]1]); Zeile2 von E mit r multipliziert
1 0 0
E2r=|0 r O
0 0 1
>E3s:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,s]1]):; Zeile 3 von E mit s multipliziert
1 0 0
E3s:={0 1 0
0 0 s
>Alk:=multiply(Elk,A);
A2r:=multiply(E2r,A);
A3s:=multiply(E3s,A); Zeilenvervielfachungsoperationen
ka kb
Alk=| ¢ d
e f
a b
A2r:=|rc rd
e f
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a b
A3s:=|c d
se sf

SchlieBlich zeigen wir an diesem Beispiel auch die dritte unserer elementaren Zeilenoperatio-
nen, das Zuaddieren einer Zeile zu einer anderen. Auch in diesem Fall leistet das die Multi-
plikation von links mit derjenigen Elementarmatrix, die aus der Einheitsmatrix durch An-
wendung der betreffenden Operation entsteht:

> E1zu2:=matrix([[1,0,0],[1,1,0],[0,0,111); Zeile I zu Zeile 2 addiert.

(1 0 O]
Elzu2 =1 1 O
10 0 1]
>Elzu3:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[1,0,1]1]); Zeile 1 zu Zeile 3 addiert.
(1 0 0]
Elzu3:={0 1 O
10 1]
>E2zu3:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[0,1,1]1]); Zeile 2 zu Zeile 3 addiert.
(1 0 0]
E2zu3 =0 1 0
0 1 1]
>Alzu2:=multiply(E1zu2,A);
Alzu3:=multiply(E1zu3,A);
A2zu3:=multiply(E2zu3,A); Zeilenzuaddition
a b
Alzu2 :==|a+c b+d
e f
- 4 b
Alzu3 :=| ¢ d
la+e b+f]
- a b
A2zu3 =| ¢ d
c+e d+f]

Mit diesen Beispielen haben wir exemplarisch demonstriert, wie man jede elementare Zeilen-
operation durch eine Multiplikation mit einer entsprechenden Elementarmatrix erreichen
kann. Man kann sich leicht {iberlegen, dass diese Beispiele allgemeingiiltig sind, indem man
die Wirkung der Matrizenmultiplikation im Detail aufschreibt und tiberpriift. Wir verzichten
auf diese detaillierten Nachweise und stellen nur die wesentlichen Ergebnisse dar.
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Definition:

Es sei En die quadratische n-n-Einheitsmatrix mit den Elementen aj = 8;. Jede aus dieser
Einheitsmatrix En durch eine elementare Umformung entstandene Matrix nennt man eine
n-n-Elementarmatrix.

Satz1:
Ist ze eine elementare Zeilenoperation und Eze =ze(Em) die aus der Einheitsmatrix Em
durch die Operation ze entstandene Elementarmatrix, so gilt: ze(Amn) = Eze * App.

Dabei ist Ay, eine fiir Eze passende m-n-Matrix.

Das heifit: Man kann die durch die Zeilenoperation ze veridnderte Matrix A, erhalten, indem
man diese von links her mit der entsprechenden passenden Elementarmatrix Eze multipliziert.

Wir bemerken nur nebenbei, dass die quadratischen Elementarmatrizen sdmtlich regulér und
daher invertierbar sind. Ihre Inversen sind wiederum entsprechende Elementarmatrizen des-
selben Typs, denn die Umkehroperation jeder elementaren Zeilenumformung ist ebenfalls
wieder eine solche bzw. eine Hintereinanderausfiihrung von solchen.

Satz 2:

e Zwei Matrizen Ay, und By, sind zeilendquivalent zueinander, falls es eine Serie von
Elementarmatrizen gibt, mit Ezn * Ezn-1* ... * Ez2 * Ez]l * A =B.

e FElementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind ebenfalls Elementarmatrizen.

e Alistinvertierbar < A istzeilendquivalent zur Einheitsmatrix E
< A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

e Ist Ezn * Ezn-1 * ... * Ez2 * Ez1 * A =E die Einheitsmatrix, dann ist
A=Ezl *Ez2* ... *Ezn bzw. A'= Ezn* Ezn-1* ... * Ez2 * Ezl * E.

e Zwei m-n-Matrizen A, und B, sind genau dann dquivalent, wenn es reguldre quadrati-
sche Matrizen Sy und Ty, gibt, mit S * A * T =B.

Wir zeigen an unserem Beispiel der Matrix A von oben schlieBlich noch diejenigen Elemen-
tarmatrizen, die das k-fache einer Zeile zu einer anderen addieren:

>Elkzu2:=matrix([[1,0,0],[k,1,0],[0,0,1]1]); k-faches von Zeile 1 zu 2

1 0 0]
Elkzu2 ==k 1 0
0 0 1]
>Elrzu3:=matrix([[1,0,0],[0,1,0],[r,0,1]]); r-faches von Zeile 1 zu 3
1 0 0]
Elrzu3 ={0 1 0
r 0 1)
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>multiply(Elkzu2,A); k-faches von Zeile 1 zu Zeile 2
multiply(Elrzu3,A); r-faches von Zeile 1 zu Zeile 3
a b
ka+c kb+d
e f
a b
C d

ra+e rb+f

Wir haben bisher nur elementare Zeilenoperationen betrachtet. Wir zeigen nun mit wenigen
Beispielen, dass genau dieselben Verhiltnisse vorliegen, wenn man Elementarmatrizen durch
entsprechende Spaltenoperationen erzeugt und die zu verdndernde Matrix Ay, von rechts
mit diesen Elementarmatrizen vom n-n-Typ multipliziert.

>Er:=Matrix([[1,0],[0,1]1D); Erzeugung der 2-2-Einheitsmatrix Er
1
Er .= 0
0 1
>Erlkzu2:=Matrix([[1,k],[0,1]1D); k-fache Spalte 1 zu Spalte 2
Erlkzu2:={1 k}
0 1
>multiply(A,Erlkzu?); Anwendung von Erlkzu2 auf A
a ka+b
c ck+d
e ek+f

Fiir die elementaren Spaltenoperationen gelten also im Wesentlichen dieselben Eigenschaften,
wenn man mit den passenden Elementarmatrizen von rechts her multipliziert.
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4. Lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen

4.1 Einfuhrende Beispiele

Beispiel 1:

Wir betrachten eine Abbildung f des zweidimensionalen reellen Raumes R? in sich mit fol-
genden Abbildungsgleichungen: x’=-'%2x+ 3y und y = Y%x +%y.

-1
- - — (X . 3 (x
In Vektor- und Matrizenform: f: X —» f(X)= X':( ]: Aex = L { ]
y' Loy
4 2
Diese Abbildung kann man als Abbildung von Vektoren oder von Punkten des R? deuten.

1. Bilder der Einheitsvektoren:

Durch einfaches Einsetzen gewinnen wir folgende zugeordnete Paare:
(0;0) > (0; 0) (15 0) > (- 725 ) 0; 1) > 35 %2) (I 1) > (5/2; %)

Wir bemerken an diesen Beispielen, dass die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix A die
Bildvektoren der kanonischen Einheitsvektoren sind: Der Einheitsvektor (1; 0) hat als Bild
den ersten und der Einheitsvektor (0; 1) hat als Bild den zweiten Spaltenvektor von A.

2. Urbilder des Nullvektors:

Als nichste Fragestellung wollen wir die Urbilder des Nullvektors ermitteln. Dazu ist das
homogene Gleichungssystem A X = 0 zu l3sen. Man erhélt in diesem Fall als einzige Lo-

sung den Nullvektor (0; 0). Man nennt die Menge der Urbilder des Nullvektors den Kern oder

Nullraum der Abbildung.
3. Urbilder einiger weiterer Vektoren:

Will man die Urbilder einiger weiterer Vektoren ermitteln, so sind dazu inhomogene Glei-
chungssysteme zu 16sen. Wir fithren dies im Beispiel fiir verschiedene Bildvektoren durch:

-1/2 3 |1 {0]1|3|Xx . (-1 62]0|2]6 | 2x'
Umformung 1 ergibt:
/4 1/2)10(1 |15y 0 8(2]|4|6|26] 4y'+2x’
-1 5 |15 |-1
10 |= B & &= |=x4+3y
: 2 2 |4 |2
Umformung 2 ergibt:
1 1 (3 13 |1, 1
01 - = = |— =x+=y
4 12 |4 |14 |14 2

Damit haben wir die Urbilder der Vektoren (1; 0), (0; 1), (1; 1), (3; 5) und des Bildvektors
(x’; y’) ermittelt und mit dem letzten Beispiel die Gleichungen der Umkehrabbildung be-
stimmt: x =-1/2x’ + 3y’ und y = 1/4x’ + 1/2y’. Die Abbildung ist also umkehrbar eindeu-
tig, also surjektiv und injektiv.
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4. Welche allgemeinen Abbildungseigenschaften hat diese ,,lineare Abbildung*?

Man erkennt unmittelbar an den Abbildungsgleichungen bzw. priift dies durch Einsetzen
nach, dass folgende folgenden Linearitdtsbedingungen gelten:

fir« X)=r«f(x) und fix +y)=f(x)+1f(y)

Diese beiden Eigenschaften besagen, dass die Abbildung mit den Operationen « und + ver-
traglich ist, sie sind also gewisse ,,Homomorphieeigenschaften* der Abbildung.

Aus diesen Gleichungen konnen wir geometrische Folgerungen ziehen:

(1) Deutet man die Abbildung f als Punktabbildung, so ist sie geradentreu:
Kollineare Punktetripel werden wieder in solche abgebildet.

Gilt ndmlich b - a =t » (C - @), so folgt daraus f(b)—f(a)=r « (f(c)—f(a)).
(2) Die Abbildung ist parallelentreu:
Gilt ndmlich b =r « a, so folgt daraus f(B) =T f(a).
(3) Die Abbildung ist teilverhéltnistreu:
Gilt ndmlich (¢ - a)=X » (b - ¢)so folgt daraus f(c)—f(a)=A « (f{b)—f(C))
5. Bildraum der Abbildung
Mit Hilfe der Linearititseigenschaften kann man auch den Bildraum f(R?) bestimmen. Als
Bildraum bezeichnet man die Menge all der Vektoren, die tatséchlich als Bilder bei der Ab-
bildung f auftreten. Nun kann man jeden Vektor des Ausgangsraumes V = R? als Linearkom-
bination der kanonischen Einheitsvektoren darstellen. Auf Grund der Linearitit ist dessen
Bild dann eine Linearkombination der Bilder der Einheitsvektoren, also der Spaltenvektoren
der Abbildungsmatrix. Daher ist der Bildraum die Menge aller Linearkombinationen aus den
Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix, also der so genannte ,,Spaltenraum* der Abbildungs-

matrix. Wir bestimmen ihn im vorliegenden Beispiel mit Hilfe elementarer Spaltenumfor-
mungen und gewinnen damit auch eine Basis dieses Raumes:

-1
2 3 2 6 -2 0 1 0 . . ,
T b T bt T et PR £ Die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix spannen

4 2
also den gesamten Zielraum R? auf, also ist der Bildraum f(R?) = R? und die Abbildung sur-
jektiv.

6. Eigenvektoren

Bei einer Abbildung eines Vektorraums in sich selbst kann man fragen, ob es Vektoren gibt,
deren Bilder Vielfache des Urbildes sind, fiir die also gilt: X’ =k + X. Solche Vektoren nennt
man ,,Eigenvektoren® der betreffenden Abbildung. Die Beantwortung dieser Frage fiihrt auf
die Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems folgender Art:

[ -1/2-k 3 0

o (2 1=2k o
Mehrere Umformungen ergeben schlieBlich:
1/4 1/2-k |0

0 4(1-k> |0
An der letzten Zeile erkennt man: Ist der Ausdruck (1 —k?)# 0, so hat diese ,,Eigenwertglei-
chung® nur die Losung (0; 0), also gibt es keinen nichttrivialen Eigenvektor.

Ist dagegen (1 —k?) =0, so gibt es Losungen:
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Fiir k=1 erhdlt man t « (2; 1) als Eigenvektoren. Diese Vektoren bleiben bei der Abbildung
konstant (k = 1).

Fiir k = -1 erhdlt man t « (6; -1) als Eigenvektoren. Diese Vektoren werden bei der Abbil-
dung umgekehrt (k =-1).

Wir konnen damit schon den Typ der durch diese Abbildung vermittelten Affinitit des R? in
sich erahnen. Es konnte eine Schragpiegelung (Affinspiegelung) an der Achse mit der Glei-
chung x — 2y =0 (das ist eine Fixgerade in der Richtung des ersten Eigenvektors) in der
Richtung (6; -1) des zweiten Eigenvektors zum Eigenwert k = -1 sein.

7. Das Normalformenproblem

Wie kann man an der Form der Abbildungsmatrix A den Typ der Abbildung erkennen? Dazu
muss man ein dem speziellen Problem angepasstes Koordinatensystem verwenden. Im ein-

1 0
fachsten Fall hétte dann A die Gestalt A“ = (O J , an der man erkennen wiirde, dass es

sich um eine Affinspiegelung an der x-Achse (x’ = x) in Richtung der y-Achse (y’ = - y) han-
delt. Um zu diesem Ergebnis zu gelangen, muss man eine Basistransformation durchfiihren,
bei der die Eigenvektoren als neue Basisvektoren verwendet werden. Dies wollen wir hier
einmal ausfiihrlich zeigen:

Wir wihlen als neue Basisvektoren die Eigenvektoren I=2i+k und m=—6i+k.L3st man
dieses System auf nach i und k, so erhéiltman i =1/8 I -1/8 m und k =% | +% m.

Ein Vektor mit den Koordinaten (x; y) in der bisherigen Basis mit den Basissvektoren i und

k erhilt im neuen System mit den Basisvektoren I und m neue Koordinaten (u; v). Wie er-
hilt man nun die neuen Koordinaten (u; v)? Wir setzen ein:

Xeil+yek=xe(1/8T1-1/8m)+ys (% +% ﬁ)z(éﬂ%y)-h(%w%y)-ﬁ

) ) u 1/8 3/4)\(x X
Damit erhalten wir: = . =S. }
Vv -1/8 1/4)\y y

Wir erkennen dabei: Die Spalten der Transformationsmatrix S sind genau die Koordinaten-
vektoren der alten Basisvektoren i und k beziiglich des neuen Systems mit | und m.

X 2 -6)\(u u
Umgekehrt errechnet man genauso: = of |=Te |.
y I 1 )\v Vv

Auch fiir diese Transformationsmatrix T gilt das fiir S bereits Gesagte, wie man leicht iiber-
priift.

Nun verwenden wir diese Beziehungen zur Darstellung unserer Abbildung:

etk

1 0
Wir berechnen die Matrix S¢A «T und erhalten B=SeA«T = (0

j wie erwartet. Man

nennt diese Form der Abbildungsgleichung die ,,Normalform* fiir die Abbildung f.
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Beispiel 2:
Gegeben sei eine lineare Abbildung f des R* in den R? mit der Abbildungsmatrix A:
3 -1 =2
A= 1, 1 1 =2
2
1 -1 0

1. Bilder der Einheitsvektoren:

Die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix (Vorsicht, Faktor 2 nicht vergessen!) sind die
Bilder der kanonischen Einheitsvektoren, wie man durch Einsetzen leicht nachrechnen kann.

2. Urbilder des Nullvektors:

Dazu ist das homogene lineare Gleichungssystem A o X = 0 zu ldsen. Wir verzichten auf die
detaillierte Durchfiihrung z. B. mit Hilfe des GauB3-Algorithmus (oder mit Hilfe eines Compu-
ter-Algebra-Systems wie etwa MAPLE; siche Anhang) und geben nur das Ergebnis an:

Man erhilt als Kern der Abbildung einen Untervektorraum der Dimension 1:

X =t*(1;1; 1). Alle Vektoren dieser Menge werden daher auf den Nullvektor abgebildet
und die Abbildung f ist sicher nicht injektiv.

3. Urbilder einiger weiterer Vektoren:

Wir fragen nach der Umkehrbarkeit der Abbildung, also nach den vollstdndigen Urbildern
von Vektoren. Man erkennt leicht, dass z. B. der Vektor (1; 1; 1) kein Urbild besitzt, jedoch
sehr wohl der Vektor (5; 3; 1). Letzterer hat als Urbild eine vollstindige Nebenklasse des
Kerns: (4;0;2)+t* (1; 1; 1).

Dies ist ja klar: Der Kern ist die Losungsmenge des homogenen hnearen Gleichungssystems

mit der Koeffizientenmatrix A. Man erhélt die Losung von A X = b , indem man zu einer
speziellen Losung die simtlichen Losungen des zugehorigen homogenen Systems, also alle
Kernvektoren addiert. Das vollstdndige Urbild eines jeden Vektors ist also eine Nebenklasse
des Kerns, ein affiner Punktraum mit dem Kern als zugehorigem Vektorraum.

4. Welche allgemeinen Abbildungseigenschaften hat diese ,,lineare Abbildung*?

Wie Beispiel 1 hat auch diese Abbildung die genannten Linearititseigenschaften und daher
auch die daraus folgenden geometrischen Eigenschaften der Geradentreue, Parallelentreue
und der Teilverhéltnistreue.

5. Bildraum der Abbildung:

Wie beim vorherigen Beispiel ist der Spaltenraum der Abbildungsmatrix der Bildraum der
Abbildung f. Wir wollen wieder mit Hilfe elementarer Spaltenumformungen eine Basis des
Spaltenraums bestimmen:

3 -1 =2 (1 =23y (1 O O 2 00 2 0 0

%-11—2~—1—21~—1—44~—220~020
I -1 0 I 0 1 1 2 2 2 -1 0) (1 -1 0

Die Abbildungsmatrix A hat als Spaltenrang nur den Wert 2, der Bildraum f(R?) ist also nur
noch zweidimensional und wird von den Vektoren (2; 0; 1) und (0; 2; -1) als Basisvektoren
aufgespannt. Es haben also nicht alle Vektoren des R? ein Urbild unter f, die Abbildung f ist
daher auch nicht surjektiv.
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6. Eigenvektoren:
Wir versuchen die Gleichung A X =k « X zu ldsen.
AuBer fiir k = 0 (siehe 1.) erhalten wir Losungen fiir k = 1: X =1* (1; 1;0)+s*(2;0; 1)...E

Geometrisch bedeutet dies, dass Vektoren, die zu der angegebenen Ebene komplanar sind,
nicht verdndert werden (k = 1). Dagegen werden Vektoren in Richtung des Kernvektors auf 0
verkiirzt. Es muss sich geometrisch gesprochen bei dieser Abbildung also um eine Projektion
in Richtung des Kernvektors auf die Ebene E handeln.

7. Das Normalformenproblem

Wie im vorigen Beispiel dargestellt, wihlen wir eine dem Problem angepasste Basis mit den
folgenden Basisvektoren:

I =1*i+1*J+0*k m=2*i+0%j+1*k n=1*i+1%]j+1*k.
1 21 | 1 1 =2 1 00
Damit erhdlt manS=|1 0 1 undTZE* 1 -1 0 |undS+AT=|0 1 O
0 1 1 -1 1 2 0 0O

Beispiel 3:

- 0 1 - (1
Gegeben ist die Punktabbildung X’=A* X+ Cc mitA= ( | 2) und € = (J

Die dazugehorige Vektorabbildung hat die homogene Form X =A ;(, denn durch Subtrak-
tion féllt der inhomogene Anteil fiir die Vektoren weg:

X =X -U=A*X+c-A*U-c=A*X-U)=A* X.

Wir bemerken ausdriicklich, dass die inhomogene Form die Abbildung der Punkte und die
homogene Form die Abbildung der Vektoren beschreibt. Der Koordinatenursprung bleibt bei
der Punktabbildung nicht fix, sondern er geht iiber in den Punkt (1; 1).

Wir beschrinken uns bei diesem Beispiel auf die Berechnung der Fixpunkte der Abbildung,

Aus der Gleichung X’ = A * X + ¢ = X erhalten wir eine Fixpunktgerade (Achse) mit der
Gleichung -x+y+1=0als Losung.

Wir wihlen einen der Fixpunkte z. B. den Punkt (0; -1) als neuen Koordinatenursprung und
erhalten die Transformationsgleichungen X =X+ (0; 1) und

X'=X+(0; D)=A*X+C+(0;1) =A*(X -(0;1))+(1;2)=A* X .

Nun haben wirmit X'=A* X eine homogene Punkttransformation in diesem System
Neue Fixpunktgerade in diesem System ist daher die Gerade mit der Gleichung y X.

Als Eigenvektoren der Abbildung erhédlt man zum Eigenwert k = 1 den Eigenvektor (1; 1).
Ein Basiswechsel mit der Transformationsmatrix S fiihrt zur Normalform mit der Abbil-

1 2 1 -1
dungsmatrix S¥*A*S™" = (0 J , wobei S = (1 ) ] ist. An dieser Form der Abbildungs-

gleichung erkennt man eine Scherung zur x-Achse mit dem Scherungsfaktor 2.
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4.2  Eigenschaften linearer Abbildungen zwischen Vektorraumen

Definition:

Eine Abbildung f eines Vektorraumes V in einen Vektorraum W heif3t linear, wenn folgende
Linearitatsforderungen erfiillt sind:

(1) Fur alle Vektoren a und b aus V gilt : f(a + b) = f(a) +f(b)

(2) Fur alle Vektoren a aus V und alle Skalare r gilt: fir*a) = r*f(a).

Die Menge der Vektoren aus W, die tatsdchlich als Bilder unter f vorkommen, nennt man das
Bild der Abbildung f und bezeichnet es iiblicherweise mit W* = f(V) = Bild ().

Ist die Abbildung f surjektiv, also W* = W = f(V), so spricht man von einem Vektorraum-
homomorhismus von V auf W.

Ist die Abbildung sogar bijektiv, so nennt man f einen Vektorraumisomorphismus zwischen
Vund W.

Eigenschaften linearer Abbildungen zwischen Vektorraumen:

Zuniéchst ist klar, dass der Nullvektor von V auf den Nullvektor von W abgebildet wird. Dies
folgt sofort aus den Linearitdtsbedingungen (z. B. aus (2) mit r = 0).

Nun kénnen jedoch bei nicht injektiver Abbildung f noch weitere Vektoren aus V auf den
Nullvektor von W abgebildet werden. Die Menge samtlicher dieser Vektoren aus V, die auf
den Nullvektor von W abgebildet werden, nennt man den Kern der Abbildung f und be-
zeichnet ihn mit Kern(f).

Definition: Kern(f)={a eV | f(a)=0}

Man zeigt nun leicht mit Hilfe von (1) und (2), dass der Kern K von f stets ein Untervektor-
raum von V ist:

e Sind namlich a und b in K, so ist nach (1) auch a + b in K.

e IstainKsonach(2)auchr* a fiir beliebigen Skalarwert r des Grundkorpers.
Mit dem Nachweis dieser beiden Untervektorraumkriterien ist K als UVR von V erkannt.

Im nichsten Schritt zeigen wir, dass das vollstdndige Urbild eines Vektors aus W* eine Ne-
benklasse des Kerns K der Abbildung f ist:

e Als erstes zeigen wir dazu, dass alle Vektoren derselben Nebenklasse von K in V densel-
ben Bildvektor in W besitzen:
Ist namlich K ein beliebiger Kernvektor und gilt a=b +k,dann gilt
fla)=f(b + k)=f(b)+f(K)=f(b)+ 0 =f(b).
Das heiBt aber, dass a und b den gleichen Bildvektor in W besitzen.

e  Nun zeigen wir umgekehrt, dass zwei bildgleiche Vektoren a und b aus V zur selben
Nebenklasse von K in V gehoren:
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Ist ndmlich f( a) = f(b) so erhilt man daraus mit (1) f(a)-fib)=f(a - b)=10 und
damit muss @ — b = k ein Kernvektor seinund a = b + k liegt in der gleichen Neben-
klasse von K wie b .

Folgerung:

Eine lineare Abbildung fist genau dann injektiv, wenn der Kern von f der Nullraum ist.

Wir betrachten nun die Abbildung der Basisvektoren bei einer linearen Abbildung:

EsseiA={a,, a, , ..., a, } eine Basis des n-dimensionalen Ausgangsvektorraumes V und

B={b,b,, ..., b } eine Basis des k-dimensionalen Vektorraumes W.

Kennt man die Bilder der Basisvektoren von A, so kennt man auf Grund der Linearitdtsbedin-
gungen die Bilder samtlicher Vektoren von V in W. Aullerdem ist der von den Bildvektoren

a1 7, a2 ’ a > der Vektoren a aufgespannte Vektorraum genau der Bildraum f(V) =
W#* der Abblldung f, also ein Unterraum von W. Dieser habe die Dimension r, die demnach
hochstens gleich n sein kann, also r < n. Durch geeignete Nummerierung konnen wir die Ei

so wihlen, dass genau die ersten r Bildvektoren gi > linear unabhéngig sind, also eine Basis
des Bildraums W* = f(V) bilden. Es ergibt sich daher die folgende Situation:

>Basis von W* = Bild (f)

Wir werden nun zeigen wie man bei Kenntnis der Bilder der Basisvektoren eine lineare Ab-
bildung mit Hilfe einer Abbildungsmatrix beschreiben kann:

Dazu setzen wir je eine vorgegebene Basis A in V bzw. B in W wie oben angegeben voraus.

Es seien nun f(gi) = a P =ap* bT +ay; * bj +...otag* E die jeweiligen Bilder der Basis-
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vektoren, d. h. der Bildvektor von Ei ist der Vektor Ei ’ mit den Koordinaten

(ay;, @z, asj, ... , a;) beziiglich der Basis B in W.

Ist nun ein beliebiger Vektor X = (X1, X2, X3, ... , Xy) 1n V beziiglich der Basis A gegeben, so
erhilt man seinen Bildvektor X’ durch Anwendung der Linearititsbedingungen zu

X =x,*f(a)+x *f(a,)+...tx,*f(a )= b *(an *x +ap*x+... +a,*x,)+

b2 ¥lag *xptapn *xo+ ... tag, ¥x,)+

|

*ak * Xt ap *xp ...t ag ¥ Xy).

Anders ausgedriickt hat der Koordinatenvektor von X’ beziiglich der Basis B die folgende

Gestalt eines Produkts aus einer Matrix M mit dem Koordinatenvektor von X beziiglich der
Basis A:

1
Xl 11 12 n X]
'
PR R B TR A I
1
Xk ak1 akz a'kn Xn

Die Spalten der hierbei auftretenden Abbildungsmatrix M sind die Koordinatenvektoren der
Bilder der Basisvektoren von A.

Als zusammentfassendes Ergebnis konnen wir festhalten:

Jede lineare Abbildung f von einem n-dimensionalen Vektorraum V in einen k-dimen-
sionalen Vektorraum W kann bei gegebenen Basen A von V und B von W dargestellt wer-

denin der Form: x’=M* Xx.

Dabei sind x bzw. x’ die Koordinatenvektoren von Urbild und Bild beziiglich der jeweils
gegebenen Basen A und B.

Die Spalten der Abbildungsmatrix My sind die Koordinatenvektoren der Bilder der Basis-
vektoren von A bezliglich der Basis B in W. Die Matrix M hat also k Zeilen und n Spalten
ist also eine k-n-Matrix.

Da die Spalten von M die Bilder der Basisvektoren von V sind, spannen sie den gesamten
Bildraum W* = f(V) auf.

Der Spaltenraum der Abbildungsmatrix ist also der Bildraum der Abbildung f.

Es ist klar, dass die Gestalt der Abbildungsmatrix M nicht allein von der Abbildung f, sondern
ganz wesentlich von den gewéhlten Basen A und B in den Raumen V und W abhéngt. Um
eine moglichst einfache Gestalt der Abbildungsmatrix (z. B. Diagonalgestalt) zu erhalten
muss man u. U. geeignete Basistransformationen in V und W durchfiihren. Dies ist das Prob-
lem der Normalformen.

Wir werden nun, den so genannten Dimensionssatz iiber lineare Abbildungen beweisen:
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Basis und Dimensionssatz Uber lineare Abbildungen:

Ist f eine lineare Abbildung des n-dimensionalen Vektorraumes V in den
k-dimensionalen Vektorraum W und hat der Bildraum W* = Bild (f) = f(V)
die Dimension dim (f(V)) = r und der Kern K von f die Dimension dim (K) = s, so gilt:

dim (V) = dim (W*) +dim (K) =r +s.

Dimension des Ausgangsraums = Dimension des Bildraums + Dimension des Kerns

Hinweis: Die Dimension s = n —r des Kerns K nennt man auch den Defekt der Abbildung f.

Den Beweis dieses Satzes fiihren wir ausfiihrlich in mehreren Schritten:

2

Wir gehen aus von den r Vektoren 51 2, aj Y eers Er; >, die als Bilder der Basisvektoren von W
eine Basis des Bildraumes W* bilden. Eine solche Teilmenge muss es geben, denn die samtli-
chen gi > spannen bekanntermafen den gesamten Bildraum auf. Notfalls wird eine passende
Umnummerierung vorgenommen. Entsprechend nummerieren wir die Urbilder in V um, so

2

dass wir genau die in obigem Schaubild dargestellte Situation vor uns haben, in der 51 ’, aj ,

s ai > eine Basis des Bildraums W* bilden.

Wir wissen, dass der Kern K der Abbildung f einen UVR von V bildet. Dieser habe die Di-
mension s = dim(K) und es sei C = {E , E yeees k: } eine Basis von K. Unser Ziel ist es nun
zu zeigen, dass der Vektorraum V die Dimension n =r + s hat.

.8,

Dies wire erreicht, wenn man die (n —r) Vektoren a.,a

r+1 ° r+2 > ***

aus der Basis A ge-

gen die s Basisvektoren des Kerns austauschen konnte. Die s Basisvektoren kT , kj y e E

des Kerns miissten also die r Vektoren 51 , aj Y e aj , die die Urbilder einer Basis des Bild-

raums W* = f(V) sind, zu einer vollstindigen Basis des ganzen Vektorraums V ergénzen.
Genau dies wollen wir jedoch nachstehend in zwei Schritten zeigen:

X= {5], aj yeens aj, K, , kj, e E} ist eine Basis des Vektorraums V und deshalb gilt die
Beziehungn=r +s.

e  Zunichst zeigen wir, dass X ein Erzeugendensystem fiir V ist, d. h. dass sich jeder Vek-
tor X aus V als Linearkombination der Vektoren von X darstellen lisst:

Sei X ein beliebiger Vektor aus V. Dann hat dieser bei f ein Bild 9 =f( ;() in W* und es
gilty =y *a +y*a, +..+y*a’

Dann ist aber der Vektor X’ = yp * 51 +y, * 52' + .oty ai ein Urbild von 9 und
liegt demnach in derselben Nebenklasse des Kerns wie X.

Daher lésst sich X darstellen in der Form

X=x"+k =y;*a +..+ty.*a +z %k +...+z*k,

also als Linearkombination von Vektoren aus X.

Die Menge X ist also aufspannend fiir V und es gilt r +s >n.

e Als zweites zeigen wir nun, dass X eine linear unabhiangige Menge von Vektoren in V
ist, d. h. dass man den Nullvektor nur in trivialer Weise mit den Vektoren von X kombi-
nieren kann und daher r + s < n gilt:
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Essei 0 =m * 5; +m, * aj +...+m* ai +n; * E +ny * E + ... +ng* E eine
beliebige Linearkombination des Nullvektors mit Vektoren aus X. Wir werden zeigen,
dass samtliche Koeffizienten gleich 0 sein miissen, dies also nur die triviale Linearkom-
bination des Nullvektors sein kann und damit die Vektoren linear unabhéngig sind.

Da f eine lineare Abbildung ist, ist das Bild des Nullvektors der Nullvektor und da sdmt-

liche Kernvektoren E den Nullvektor als Bild haben, gilt in W:

O=m *a’'+m*a ' +..+m*a .

Weil jedoch die 5{ > fiir 1 von 1 bis r eine Basis des W* bilden, kann aus ithnen der Null-
vektor nur trivial kombiniert werden. Daher miissen samtliche der Koeffizienten m;= 0
ISBGeIEi'itzt man diese Eigenschaft im obigen Ansatz fiir den Nullvektor, so gilt:

0 =n * kT +ny * kj +...+nS*E.

Weil die E fiir 1 von 1 bis s ebenfalls linear unabhéngig sind (Basisvektoren des Kerns),

miissen auch sdmtliche Koeffizienten n; = 0 sein. Damit ist aber nachgewiesen, dass sich
der Nullvektor nur trivial aus X kombinieren ldsst, d. h. aber dass die Menge X linear
unabhédngig ist und damit die Gleichung r + s < n gilt.

e  Aus beiden Schritten folgt, dass X eine Basis von V ist und dass n =r + s ist.

Damit ist der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen vollstindig bewiesen.

Aufgabe 1:

Untersuchen Sie folgende lineare Abbildungen mit gegebenen Abbildungsmatrizen A.
Bestimmen Sie jeweils den Rang der Abbildungsmatrix, sowie eine Basis des Kerns und des
Bildraumes. Bestétigen Sie jeweils den Basis- und Dimensionssatz.

I 5 =2
-1 1 2 1
-3 3 0 1(5 1 -1 9 7
a) A= b) A= — c)A= dA=|7 -3 -4 -1
2 0 1 2(-3 1 0 1 -5
-1 3 7 4
4 2 1
Aufgabe 2:

Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen iiber lineare Abbildungen f: V— W:
(1) fistinjektiv
(2) Kern(f) = Nullraum = {0 }
(3) Rang(f) =dim(V)

(4) Das Bild einer Basis von V ist eine Basis von f(V)
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Aufgabe 3:

Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen iiber lineare Abbildungen f: V— W:
(1) f istsurjektiv
(2) Rang(f) = dim(f(V)) = dim(W)

(3) Ist {51, ey E } eine Basis von V, so ist {f(bT), ey f(bﬁn )} ein Erzeugendensystem
von W.

Aufgabe 4:

Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen iiber lineare Abbildungen f: V— W:
(1) f ist bijektiv (also injektiv und surjektiv)
(2) Rang (f) = dim f(V) = dim(V) = dim(W)
(3) Ist {51, ey b? } eine Basis von V, so ist {f(bT), ey f(bﬁn )} eine Basis von W.

Die Behauptungen der vorstehenden Aufgabe erlauben eine weitgehende Folgerung:

Hauptsatz Gber Vektorraume endlicher Dimension:

Zwei Vektorraume gleicher Dimension n tber demselben Kérper K sind zueinander iso-
morph. Sie sind isomorph zum arithmetischen Vektorraum K",

Aufgabe 5:

Behandeln Sie die folgenden linearen Abbildungen mit gegebenen Abbildungsmatrizen wie in
den Beispielen 1 und 2 in Kapitel 4.1.

1 2 -1 3
-3 4
a) A=|1 1 1 -1| b) B=
3 4
12 31

Im nachfolgenden Teilkapitel wollen wir in einer Ubersicht den Zusammenhang zwischen
linearen Gleichungssystemen und linearen Abbildungen darstellen. Eine griindliche Kenntnis
und ein klares Verstindnis dieser Ubersicht l4sst viele Einzelheiten in einem neuen Licht und
passenden Zusammenhang erkennen und ist hilfreich fiir die Einordnung und damit das Be-
halten des Detailwissens. Es soll dem Lernenden zur lerntheoretischen ,,Superzeichenbildung*
verhelfen:
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4.3 Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und linearen Abbildungen:

Lineares Gleichungssystem A*X=Db

—

Lineare Abbildung f: X > y=A*X

A ist m-n-Matrix, d. h. das Gleichungssystem hat m
Gleichungen in n Variablen: X eRM und b e RM

A ist m-n-Matrix, d. h. die Abbildung f ist eine Abbildung des R in den RM:
X e R0 und y e RM,

r = Rang der Koeffizientenmatrix A
= Zeilenrang von A

= Spaltenrang von A

Die Spalten von A sind die Bilder der Basisvektoren des R" und spannen den Bildraum
f(RD) auf. Daher ist der (Spalten-) Rang von A gleich der Dimension des Bildraums:

r = Rang (A) = Rang( f) =dim f(RD)

Homogenes Gleichungssystem: A * X=0
Das System ist stets 16sbar (Nullvektor).

Die Losungsmenge ist ein Untervektorraum der
Dimension n—r von RD-

Kern der Abbildung ist die Urbildmenge des Nullvektors, d. h. die Losungsmenge von
A*X=0.
Dieser Kern ist ein Untervektorraum des R von der Dimension n —r.

Es gilt der Dimensionssatz: dim (Kern) = dim (Urbild) — dim (Bild)

Inhomogenes System:

A*X=Db
Losbar genau dann, wenn

Rang A = Rang (A, b ), also r=re.

Urbildmengen beliebiger Vektoren:

Ein Vektor b e RM hat dann und nur dann ein Urbild, wenn b im Bildraum von f

liegt, also wenn b e f(RM) gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn sich b ausden Spal-
tenvektoren von A erzeugen lasst, da diese genau den Bildraum aufspannen.

Daher miissen A und (A, B) in diesem Fall denselben Rang besitzen:

b besitzt ein Urbild genau dann, wenn Rang A = Rang (A, b ).

Loésungsmenge im inhomogenen Fall:

Linh =Xo + Lhom

Vollstandiges Urbild des Vektors D ist eine Nebenklasse des Kerns:
f-1(b)= x, +Kern

Gesamtheit der Vektoren b, flr die eine Losung existiert:
Genau fiir diejenigen Vektoren b, die im Bildraum von f liegen, existiert eine Losung des LGS.

Daher bestimmt der Spaltenraum der Matrix A genau diejenigen Vektoren b, fiir die das Gleichungssystem losbar ist.
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4.4  Affine Abbildungen im R? und R®

In Kapitel 3.4 haben wir den Zusammenhang zwischen affinem Punktraum und zugehorigem
Vektorraum tiber einem Korper dargestellt. Dieser Zusammenhang gestattet nun mit Hilfe unse-
rer Kenntnisse {iber lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen Aussagen iiber affine Abbil-
dungen in den zugehdrigen affinen Punktraumen zu machen.

Gegeben sei eine bijektive Abbildung f des affinen Punktraumes R? in sich. Wir kénnen die
durch diese Punktabbildung induzierte Abbildung ¢ des Vektorraumes R? in sich bilden. Ist nun
die Abbildung f geradentreu, also eine Kollineation, so muss notwendigerweise die zugehorige
Vektorabbildung ¢ linear sein, denn ein kollineares Punktetripel muss wieder in ein solches

iibergehen. Das bedeutet aber fiir die zugehorigen Vektoren, dass wenn z. B. AB und AC linear
abhingig sind, dies auch ihre Bilder sein miissen, also muss die Abbildung ¢ linear sein, also

vonder Form X' =A « X.

Umgekehrt ist natiirlich jede Abbildung mit Gleichungen der Form X' =A « X eine lineare
Vektorabbildung und daher die dadurch vermittelte Punktabbildung eine Kollineation.

Definition:
Eine Abbildung f des reellen affinen Punktraumes R" in sich heift eine affine Abbildung oder

Affinitat, falls gilt: Die durch (p(ﬁ )= f(A)f(B) definierte Vektorabbildung des zugehori-
gen n-dimensionalen Vektorraumes R" in sich ist linear.

Nun kénnen wir unser Wissen iiber lineare Vektorabbildungen anwenden und daher einige Fol-

gerungen iiber Affinititen ziehen:

(1) Weil die linearen Vektorabbildungen stets mit Hilfe einer Abbildungsmatrix A in der Form
X’=A* X darstellbar sind, lassen sich die Affinititen in der Form X’ = A * X + C dar-
stellen.

(2) Affinitdten sind kollinear also geradentreu. Ist ndmlich X mit A und B kollinear, dann gilt
AX =k*AB und wegen der Linearitdt der Vektorabbildung daher auch A'X'=k* A'B'
und das bedeutet, dass auch X’ mit A’ und B’ kollinear ist.

(3) Affinititen sind teilverhiltnistreu. Dies folgt sofort aus dem Nachweis von (2), weil dabei
der Faktor k fest bleibt.

(4) Affinitdten sind parallelentreu. Gilt ndmlich b=k*a,so folgt aus der Linearitdt sofort
B -k*a

(5) Eine Affinitdt ist genau dann bijektiv oder reguldr, wenn die zugehdrige lineare Abbildung
bijektiv ist, d. h. wenn die Abbildungsmatrix A regulér also vom Rang n ist.

Wir konnen daher folgende Behauptung iiber Affinititen formulieren:
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Satz:
Die bijektiven und geradentreuen Abbildungen des affinen Punktraumes R? in sich sind genau
die Abbildungen, die sich mit affinen Koordinatensystemen in der Form X’ =A « X + C dar-

stellen lassen. Die durch sie induzierte Vektorabbildung hat die homogene Form X'=A-. X.
Die affinen Abbildungen sind daher geradentreu, parallelentreu und teilverhdltnistreu.

Wodurch ist eine regulare Affinitat im R" bestimmt?

Gibt man im affinen Punktraum R" eine Anzahl von (n + 1) Punkten Py, Py, P, ..., P, derart vor,

dass dien Vektoren PP, PP, BP,, ..., B P, linear unabhingig sind und in gleicher Weise

deren Bilder Py’, Py’, ..., Py’, so ist damit eindeutig die reguldre Matrix A des Gleichungssystems
X’=A* X bestimmt.

[Uberlegen Sie sich, warum die Matrix A bei den gemachten Voraussetzungen notwendigerwei-
se regulér sein muss!].

Durch Einsetzen von Py und Py’ in die Gleichung X’ = A * X + C ist der Vektor C eindeutig
bestimmt und damit die Affinitét vollstindig definiert. Damit haben wir den folgenden Hauptsatz
tiber Affinitdten bewiesen:

Satz (Hauptsatz Uber Affinitaten):

Durch Vorgabe von (n + 1) linear unabhangigen Punkten (z. B. ein echtes Dreieck im R?
oder eine echtes Tetraeder im R3) und ihren zugehdrigen Bildpunkten ist eine Affinitat des
R" eindeutig bestimmt. Die Affinitat ist genau dann regular, wenn wie die Originalpunkte
auch noch die (n + 1) Bildpunkte linear unabhangig sind.

Wir fassen nachfolgend noch einmal zusammen und geben eine Zusammenstellung der Normal-
formen der wichtigsten Affinititen im R? und im R3 an:

1. Jede lineare Abbildung des n-dimensionalen Vektorraums R" in sich ldsst sich bei gege-

—

bener Basis mit Hilfe einer n-n-Matrix A darstellen in der Form X'=A* X.
Die Spalten von A sind die Bilder der Basisvektoren.

3. Die Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn Rang(A)=n ist, d. h. wenn die Matrix A
regulér also invertierbar ist. Ist Rang(A) <n, so ist die Abbildung weder injektiv noch sur-
jektiv.

4. Die Affinititen (bijektive, geradentreue, parallelentreue und teilverhiltnistreue Punktabbil-
dungen) des n-dimensionalen affinen Punktraumes R" in sich selbst sind genau diejenigen
Punktabbildungen, die sich bei beliebigem Parallelkoordinatensystem in der Form
X'=A*X+ C darstellen lassen, wobei A eine reguldre n-n-Matrix ist. Die zugehorige

Vektorabbildung hat die homogene Form X'=A* X , 1st also eine lineare Abbildung des
Vektorraums R" in sich.

Als ein Beispiel zeigen wir, dass die Verkettung einer Schriagspiegelung an der x-Achse in Rich-
tung der y-Achse und einer Punktspiegelung am Ursprung eine Schriagspiegelung an der y-Achse

. . ) I 0)(-1 O -1 0
in x-Richtung ergibt: . = .
0 -1){L0 -1 0 1
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Typen regulérer affiner Abbildungen mit Fixpunkt O und ihre Normalformen:

Typ Normalform Geometrische Beschreibung. Sonderfalle
Ebene R2:
Euleraffinitat a o0 Dehnung in x-Richtung mit Faktor a und in y-
[ 0 bj Richtung mit Faktor b. Dabei ist a * b # 0.
1.a=1: Achsenaffinitét
2. a=b: Zentrische Streckung
Achsenaffinitat 1 0 Dehnung in y-Richtung mit Faktor k # 0.
0 k 1. k = 1: Identitdt
2. k=-1: Schragspiegelung (Affinspiegelung)
Scherung 1 s Scherung an der x-Achse mit dem Scherfaktor s.
0 1
Zentrische k 0 Streckung aus O mit Faktor k #0 .
Streckung 0 k 1. k =—1: Punktspiegelung
2. k= 1: Identitit
Drehung cosep —sing Drehung um O um ¢ im Gegenuhrzeigersinn.
sing  cosg 1. =0°  Identitit

2. ¢= 180 °: Punktspiegelung

Dreidimensionaler Raum R3:

Euleraffinitat a o0 Dehnung in x-Richtung mit Faktor a, in y-
0 b 0 Richtung mit Faktor b und in z-Richtung mit
Faktor ¢, wobei a *b * c = 0.
0 0c 1. a=b=1: Dehnung in z-Richtung mit
Faktor c
2. a=b=c: Zentrische Streckung
Ebenenspiegelung | (1 0 0 Spiegelung an der x-y-Ebene in z-Richtung
01 0
0 0 -1
Zentrische K 0 0 Streckung aus O mit Faktor k # 0.
Streckung 0 k 0 1. k=-1: Punktspiegelung
0 0 Kk 2. k=1: Identitat
Achsdrehung cosp —sing 0) | Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢.
singp cosep O
0 0 1
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4.5 Erganzung: Basistransformationen

In manchen Fillen ist es notwendig oder zumindest vorteilhaft, eine vorgegebene Basis in einem
Vektorraum V durch eine andere zu ersetzen. Bei den linearen Vektorabbildungen hat sich z. B.
im Zusammenhang mit der Frage nach den Normalformen fiir bestimmte Abbildungstypen das
Problem eines Basiswechsels gestellt. Wie ein solcher Basiswechsel technisch bewerkstelligt
wird, wollen wir im Folgenden zeigen.

Hinweis: Wir fassen wieder Vektoren stets als Spaltenvektoren auf, auch wenn wir sie aus
schreibtechnischen Griinden hiufig in Zeilenform schreiben.

Ist M eine n-n-Matrix und sind X bzw. X’ Vektoren des n-dimensionalen Vektorraums V = K"

iiber dem Korper K, so ldsst die Matrizengleichung X’=M* X zwei verschiedene Deutun-
gen zu:

(1) Der Vektor X " ist das Bild von X bei einer linearen Abbildung von K" in sich.
X und X" sind also verschiedene Vektoren ( i. Allg. bezuiglich derselben Basis ).
Die Gleichung X'=M * X beschreibt also eine lineare Vektorabbildung.

(2) Einund derselbe Vektor wird beziiglich zweier verschiedener Basen A und B
dargestellt durch die beiden Koordinatenvektoren X und X".
X und X" beschreiben also denselben Vektor nur beziiglich verschiedener Basen.
Die Gleichung X"=M* X beschreibt also cine Basistransformation.

Den ersten Fall haben wir in den vorangegangenen Kapiteln hinreichend analysiert, mit dem
zweiten Fall wollen wir uns nun befassen. Wir notieren den Sachverhalt daher noch einmal in
durchsichtiger Weise:

Im Vektorraum V = K" sind zwei Basen A = {i,g,...,é: }und B = {E,b:,..., b? } gegeben. Ein
fester Vektor besitzt daher zwei eindeutige Koordinatendarstellungen:

Den Koordinatenvektor X = (x1, X2, ..., Xy) beziiglich der Basis A und
den Koordinatenvektor X’ = (x,’, x2’, ..., X,") beziiglich der Basis B.
Xl
_ — _— X, _ —
Xp & tx2 & t...tX, Q, = = XA =X =
Xn
X'
|l
s T s T s T~ X2 o v
X1 b1+xz b2+...+xn bn = = XB = X
X 1

Die Gleichung X’ =M * X beschreibt den Ubergang vom Koordinatenvektor X beziiglich der
Basis A zum Koordinatenvektor X’ beziiglich der Basis B. Uns interessiert nun, wie man zu der
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Matrix M kommt und wie sie mit den gegebenen Basen A und B zusammenhangt Dazu sehen
wir uns an, was aus den Koordinatenvektoren der Basisvektoren @, , @, , ..., &, wird.

Wir setzen den Koordinatenvektor (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) fiir den k-ten Basisvektor a—k in die

Gleichung X'=M * X ein und erhalten den Koordinatenvektor (aik, a2k, a3k, ..., ank) also genau
den k-ten Spaltenvektor der Transformationsmatrix M als neuen Koordinatenvektor fiir a, be-

ziiglich der Basis B. Wir halten also fest: Die Spaltenvektoren der Transformationsmatrix M
sind die Koordinatenvektoren der alten Basisvektoren bezlglich des neuen Systems.

Wir betrachten dazu nun ein konkretes Beispiel:

Im R° sei die Basis A= {a, , &, , @, } gegeben. Wir wihlen eine neue Basis B mit den Vektoren

b =-%*a +%h*a, +%*a

b, = h*a +%*a -%h*a,.

Nun haben wir damit leider nicht die Darstellung der alten Basisvektoren in der neuen Basis ge-
geben, sondern genau umgekehrt die neuen Basisvektoren beziiglich der alten Basis und miissten
nun das Gleichungssystem auflosen nach den a, .

Wir koénnen aber auch die umgekehrte Transformation ins Auge fassen mit der Transformations-
gleichung X =M1* X, die ja unmittelbar aus der Gleichung X =M * X folgt. Die Matrix
M™ beschreibt daher in der dargestellten Weise den Ubergang von der Basis B zur Basis A. Die
Spalten von M™ sind also die Koordinatenvektoren der b, beziiglich der Basis A, und wir kon-

nen M ablesen: Die Spalten von M sind die Koordinatenvektoren der E beziiglich der Basis
A wie oben angegeben:

-1 1
2 2 2 0 1 1
M= % _71 % . Man erhilt die dazu inverse Matrix M=|1 0 1 | und kann damit die
) 1 -1 1 1 0
2 2 2

Transformation beschreiben und berechnen.

Fiir den Vektor v = (1; 2; 3)a z. B. erhélt man den Koordinatenvektor Vi=M*vy= (5;4;3)s
beziiglich der Basis B. Man kann diese Darstellung natiirlich auch durch direktes Einsetzen als
Probe iiberpriifen:

V'=5D +4Db, +3Db, =5*(—%h*a +n*a +h*ra)tsr(hta - %hta +
BEa ) +3*(hta +%ta —hta)=l*ta +2%a, +3%*a, =V,

Mit den Spaltenvektoren der Matrix M hat man auch eine Basisdarstellung der alten Basisvekto-
ren a, beziiglich der neuen Basis B:
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a =0*Db + 1%*Db, +1*bh,
a =1*b +0*b, +1*D
& =1%B +1%b; +0* b

Bevor wir unsere Erkenntnisse zusammenfassen, wollen wir uns iiberlegen, warum die Matrix M
notwendiger Weise invertierbar sein muss. Thre Spaltenvektoren sind ja die Koordinatenvektoren
der alten Basis im neuen System. Da diese linear unabhéngig sind, hat die Matrix M notwendi-
gerweise den Rang n und ist daher invertierbar.

Zusammenfassung:

e Eine Basistransformation X'=T* X im Vektorraum K" wird stets durch eine regu-
lare n-n-Matrix T beschrieben, deren Rang also n ist.

e Daher existiert die inverse Matrix T-1 und die Umkehrtransformation x =T-1 * X"

e Die Spaltenvektoren der Matrix T sind die Koordinatenvektoren der alten Basisvekto-
ren beziglich der neuen Basis.

e Die Spaltenvektoren der Matrix T-1 sind die Koordinatenvektoren der neuen Basis-
vektoren bezlglich der alten Basis.

Aufgabe 6:

a) Welche Bedingung muss eine n-n-Matrix erfiillen, damit sie eine Basistransformation be-
schreiben kann? Welche der folgenden Matrizen beschreiben Basistransformationen?
Bestimmen Sie dazu jeweils den Spaltenrang und geben Sie ggf. die inverse Matrix an.

1 23 1 23 010 {3 3 |
F=|1 11 G=|111 H=|1 0 0 KZ( ) LZ[ J
2 6 -5 2
0 0 1 4 5 6 0 0 1

b) Begriinden Sie den folgenden Satz:
Die m-n-Matrizen D und E beschreiben genau dann dieselbe lineare Abbildung des K" in
den K™, wenn es regulare (= invertierbare) Matrizen S (m-m-Matrix) und T (n-n-Matrix)
gibt, sodass E=S*D* Tistbzw. D=S**E* T,

¢) Wenden Sie den Satz aus b) an auf das Beispiel D = @ i 14J . Berechnen Sie die Matrix E

indem Sie fiir S die Matrix L aus b) und fiir T die Matrix M-1 aus dem obigen Beispiel ver-
wenden. Von welcher Art ist die durch D vermittelte Abbildung?
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5. Euklidische Vektorraume

Im Kapitel ,,Anschauliche Vektorrechnung* haben wir in den Teilen 1.1 bis 1.4 vollstindig auf
MaBbegriffe fiir Vektoren verzichten konnen und uns auf die affine Geometrie beschriankt. Erst
mit der Einflihrung des Skalarprodukts von Vektoren ab Teilkapitel 1.5 haben wir MaBlbegriffe
wie Streckenldngen oder Winkelgroflen bendtigt und konnten dann auch Fragen der euklidi-
schen Geometrie behandeln. Erst ab dieser Stelle machte es auch einen Unterschied, ob wir ein
beliebiges affines Parallelkoordinatensystem verwenden oder besser ein kartesisches Koordina-
tensystem.

Ganz entsprechend haben wir bisher in unserem Aufbau der Theorie der Vektorrdume ab Kapitel
2 ebenfalls vollstindig auf MaBbegriffe verzichten konnen. Nun wollen wir solche einfiihren und
eine Verallgemeinerung des gewohnlichen Skalarprodukts zweier Vektoren zur Einfithrung der
MaBbegriffe verwenden.

5.1 Normierung (Metrisierung) von Vektorrdumen

Im Folgenden sei stets ein reeller Vektorraum V zu Grunde gelegt, also ein Vektorraum tiber
dem Korper R der reellen Zahlen. Das gewohnliche Skalarprodukt, wie wir es in Teilkapitel 1.5
kennen gelernt haben, war folgendermaf3en definiert:

Das Produkt zweier Vektoren wurde als reelle Zahl festgesetzt. Diese ergab sich aus den Betra-
gen der Vektoren und dem Winkel zwischen den Vektoren, wobei wir die letzteren aus dem uns
bekannten euklidischen Anschauungsraum entnommen haben:

a.b=1lal=*|bl*cos(a,Db).

In einem beliebigen Vektorraum hat man jedoch weder ein Winkelmal3 noch ein Langenmal}
vorgegeben, und man geht nun genau umgekehrt vor: Man definiert ein ,,Skalarprodukt®, mit
dessen Hilfe man dann die Liange eines Vektors und den Winkel zwischen zwei Vektoren defi-
niert. Die Frage ist nun, wie ein verniinftiges Skalarprodukt aussehen muss, d. h. welche Forde-
rungen es erfiillen muss, damit wir auf diese Weise vorgehen kdnnen. Wir suchen also eine reelle

Vektorfunktion f( X, y) mit den Eigenschaften eines Skalarprodukts:

1. Die Funktion f soll wie das gewohnliche Skalarprodukt symmetrisch sein,
d.h.essoll f(X, y)=fY, X) sein.

2. Die Funktion f soll wie das gewohnliche Skalarprodukt in beiden Argumenten linear sein,
also bilinear, d. h. es soll gelten: f( X1+ X5, Y)=f(X1, ¥)+f( X2, y)
und ebenso f(k * X, 9) =k* f(?, 9).
Die Forderung der Linearitét beziiglich des zweiten Arguments ist wegen der Forderung
1 iiberfliissig und folgt daraus.

3. Die Funktion f soll fiir X = Y niemals einen negativen Wert liefern, sie soll positiv de-
finit sein, d. h. es soll gelten: f(i , ?) >0 fiiralle X und f(?, i) = ( genau dann,
wenn X = O ist.

Man nennt eine reelle Vektorfunktion mit diesen drei Eigenschaften eine positiv definite sym-
metrische Bilinearform.
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Definition:

Ist in einem reellen Vektorraum V eine reellwertige Vektorfunktion o: VxV — R mit den fol-
genden Eigenschaften einer symmetrischen Bilinearform gegeben, so nennt man das Tripel
(V, R, o) einen Euklidischen Vektorraum:

(1) o ist symmetrisch, d. h.esist o(X, y)=o(y, X) firalle X, y e V.
(2) o ist bilinear, d. h. linear beziiglich beider Faktoren, d. h. es gilt fiir alle X, y e Vund
alle keR: 6(X1+ X2, ¥) =6(Xy, y)+o(Xz y) und
s(k*X,y)=k*c(X,Y)
(3) & ist positiv definit, d. h. es gilt o (X, X)>0 firalle X e V und

c (?, ?) =0 genau dann, wenn X = 0 ist.

Wir bemerken ausdriicklich, dass es sich dabei keineswegs immer um das bekannte Standardska-
larprodukt handeln muss. So erfiillt z. B. im R? die folgende Festlegung alle genannten Forde-
rungen, ist also ein Skalarprodukt im angegebenen Sinne:

5 . B =a*bjta*byta*b;+2*a,*b,

Es ist erkennbar symmetrisch und bilinear und auerdem ist
a e« a=a?+2*a*a +2 *ay*=(a; +a?+ay? als Summe zweier Quadrate nie negativ.

Wir werden nun einige Eigenschaften iiber symmetrische Bilinearformen nachweisen, die uns
die bereits genannte Festsetzung von MallgroBen wie den Betrag eines Vektors und den Winkel

zwischen zwei Vektoren mit Hilfe des allgemeinen Skalarprodukts ¢ der genannten Art erlau-
ben.

Hinweis:
Wir benutzen fiir das Skalarprodukt sowohl die prafix-Notation in Form der Funktionsschreib-
weise 0(? , S/’) als auch die infix-Notation in Form der gewdhnlichen Produktschreibweise fiir

das Skalarprodukt X o V

Satz 1:
In einem Euklidischen Vektorraum (V, R; o) gilt fiir beliebige Vektoren a , b ev:
(1) 6(6, 5)26(5, 6)20 (2) 0(5, 5)20 genau dann, wenn a=o0.

(3) 0(5, 5)2 < 0(5, 5) * G(B, 5) (Ungleichung von Cauchy-Schwarz).

Beweis:
(1) 0+a=@0*X)sa=0*(Xs+a)=0

(2) Ist a-.a-= 0, so folgt aus der Forderung (3) a =0. Die Umkehrung folgt aus der zuerst
bewiesenen Eigenschaft.

(3) Ist mindestens einer der Vektoren a , b der Nullvektor, so gilt das Gleichheitszeichen.
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Wir konnen also beide Vektoren als vom Nullvektor verschieden voraussetzen.

Fall 1: @ und b sind linear abhingig (aber keiner der Nullvektor): b =k* a.Dann gilt:
a+b=k*azundb « b =k* a2 Damit erhlt man
k*a*<az2*k** az=k>* a* und daher gilt die Gleichheit.

Fall 2: a und sind linear unabhingig, d. h. a -k * b ist nicht der Nullvektor und daher
0<(a-k*by=a2-2*k*a *b+k*b2

Nun kommt der entscheidende Kniff (Trick) des Beweises: Wir wihlen k = aB_.zb und er-

bzw. (5 ) > < az* b2 was zu beweisen war.

— _..ﬁ 2
halten: 0 < a? — @

Wir sind nun in der Lage mit Hilfe des eingefiihrten Skalarprodukts Langen und Winkel zu de-
finieren. Als entscheidend dafiir wird sich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erweisen:

Definition:
Gegeben sei ein Euklidischer Vektorraum (V, R, o) bzw. (V, R, »).

Dann nennt man den reellen Wert Hé” =+asa die Norm (bzw. Betrag oder Lange) von a.

Satz 2:
Ist (V, R, «) ein Euklidischer Vektorraum, so hat die Norm folgende Eigenschaften:
(1)  Die Norm ist linear, d. h. es gilt Hk aH = |k|*”§” .

—_—

(2) Hé” =0 genau dann, wenn a = )

3) %HZOﬁhdwa.

(4)  Es gilt die Dreiecksungleichung: Hé+ BH < Hé” +HBH fiir beliebige a,bev.

Beweis:
Die Aussagen (1) bis (3) sind offensichtlich und leicht nachpriifbar.
Wir beweisen (4) mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

Ja-+ +2{a]-[6]+[6l} - el +p

2:(5+B)2:52+25-5+b7£H5

)*. Daher gilt:

Ha + BH < Hé” + HBH was zu beweisen war.
Die mit Hilfe des Skalarprodukts in einem Euklidischen Vektorraum definierte Norm hat also die

vier grundlegenden Eigenschaften des gewdhnlichen Lingenmalies.

Mit der Norm haben wir in einem Euklidischen Vektorraum den Betrag oder die Linge eines
Vektors definieren konnen. Damit konnen wir nun auch noch den Winkel zwischen zwei Vekto-



92 S. Krauter

ren definieren:

asb

Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt < Hé” . HBH und daraus folgt

-1< f:l-BQ < 1 und wir kénnen folgende Festsetzung treffen:
a2
Definition:
In einem Euklidischer Vektorraum (V, R, ») gilt fiir den Winkel ¢ = £( a , b ): cos Q= Hj‘:‘l.ﬁﬁu .
all-

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren @ und b heiBen zueinander orthogonal (senk-
recht), falls a .« b=0ist

Mit dieser Definition erhalten wir folgenden

Satz 3:

In einem Euklidischen Vektorraum gilt: a«b=0falsa=0oderb=0o0dera Lb.

Der einfache Beweis dieser Behauptung sei zur Einlibung der Begriffe dem Leser tiberlassen.
Insbesondere sollte man sich iiberlegen, dass die auf diese Weise definierte Orthogonalitét
(Senkrechtbeziehung) fiir Vektoren sinnvoll ist, weil sie erstens symmetrisch ist, zweitens kein

von O verschiedener Vektor zu sich selbst orthogonal ist, und schlieBlich die Orthogonalitit mit
der Parallelitét in folgender Weise vertrdglich ist:

Ista L bundb parallel C,soistauch a L C.
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5.2 Orthogonalitat und Orthonormalbasen

In Euklidischen Vektorrdumen lassen sich nun zu kartesischen Koordinatensystemen dquivalente
Vektorbasen einfiihren, so genannte Orthonormalbasen. Dazu beweisen wir zuerst eine Eigen-
schaft iiber paaarweise orthogonale Vektoren in Euklidischen Vektorrdumen:

Satz 4:

Ist M= {E,@,...,aﬁ } eine Menge von paarweise zueinander orthogonalen Vektoren eines Euk-
lidischen Vektorraums, so ist die Menge M linear unabhingig.

Beweis:
Wir miissen zeigen, dass der Nullvektor aus den a i nur in trivialer Weise linear kombiniert
werden kann. Ansatz: 0 = k; 51 + ks g +...+k, aT] . Wir multiplizieren skalar mit 51

durch: @ « 0 =0=k * @ 2+0+...+0=k * a2

Weil fiir vom Nullvektor verschiedene Vektoren a jedoch gilt az>0 folgt daraus k; = 0.
Ebenso zeigt man fiir alle anderen Koeffizienten k; = 0.

Definition:
Eine Basis {E,aj,...,a? } eines Euklidischen Vektorraumes heifit Orthonormalbasis, wenn
gilt:

(1) Je zwei verschiedene Basisvektoren sind zueinander orthogonal,

d.hoesgilta;» a,=0firi=k

(2) Jeder Basisvektor ist normiert, d. h. es gilt Hi 2= 3. ay=1.

Mit Hilfe des Kroneckersymbols lassen sich beide Forderungen zusammentfassen:

Fur eine Orthonormalbasis gilt: e ak=Sik.

Bei Darstellung in einer Orthonormalbasis ist die Berechnung des Skalarprodukts zweier Vekto-
ren aus deren Koordinaten besonders einfach, denn es gilt:

Satz 5:

Bei Darstellung in einer Orthonormalbasis gilt fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren:

n
Xey=x1*yi+xo*y,+..+x *yn =Zxk-yk
k=1
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Wie man nun eine beliebige Basis in einem Euklidischen Vektorraum zu einer Orthonormalbasis
umformen kann, zeigen wir im Folgenden dem Grundgedanken nach. Das dazu durchzufiihrende
Verfahren wird nach dem Mathematiker E. Schmidt das Schmidt’sche Orthogonalisierungsver-
fahren genannt:

Es sei B = {51, aj, ,aT, } eine beliebige Basis eines Euklidischen Vektorraums.

Wir orthogonalisieren zunéchst 51 und g , indem wir g C

durch die zu 51 orthogonale Komponenten g > von 52' ¥

entsprechend nebenstehender Darstellung ersetzen. Dabei s as
geht die Basiseigenschaft nicht verloren. Wir kénnen a, ’ .

leicht berechnen als g T = aj - C wobei C die Kompo- ag

nente von é; in Richtung 51 ist.
s Iy < ma o
Wegen aq, « @, = Halu‘uazu-cos(al,%)=Ha1H-HCH erhilt man daraus C = a, und kann

2
daher die Komponente g’ berechnen. Damit sind 51 und 52' > zueinander orthogonal.
Im néchsten Schritt wird aj ersetzt durch seine Komponente a; > orthogonal zu der von 51 und

i aufgespannten ,,Ebene* (zweidimensionaler Vektorraum) usf. Damit erhilt man schlieBlich
eine zu B dquivalente Orthogonalbasis, die dann noch in einfacher Weise normiert werden kann.

Bei Darstellung in einer solchen Orthonormalbasis gestalten sich viele Berechnungen genauso
einfach wie etwa im zwei- oder dreidimensionalen reellen Raum mit einem kartesischen Koordi-
natensystem und wir konnen auf die Darstellung in 1.5 ff verweisen. Insbesondere sind die Nor-
malendarstellungen von linearen Gebilden wie Geraden und Ebenen genau so zu behandeln und
es konnen die entsprechenden metrischen Problemstellungen analog dazu gelost werden.
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5.3 Lineare Abbildungen in Euklidischen Vektorraumen

In Kap. 3.4 haben wir den zu einem Vektorraum V gehdrigen affinen Punktraum P beschrieben.
Mit den Mitteln der Vektorgeometrie und Linearen Algebra haben wir bereits in Kap. 1 geomet-
rische Fragestellungen in diesem Punktraum behandelt. In Kap. 4.4 haben wir bereits die ersten
geometrischen Folgerungen fiir den affinen Punktraum P aus den Kenntnissen iiber lineare Ab-
bildungen gezogen und die wichtigsten Affinitdten im R? und R? klassifiziert. Nun wollen wir
dies fiir Euklidische Riume fortsetzen und damit auch einen gewissen Uberblick iiber die Eukli-
dische Geometrie gewinnen.

Affinitaten im n-dimensionalen reellen Punktraum R" waren geometrisch gekennzeichnet
durch die Eigenschaften der Geradentreue, der Parallelentreue und der Teilverhaltnistreue.
Sie lieBen sich unter Verwendung eines beliebigen Parallelkoordinatensystems darstellen in der

Form X’=A * X+ C mit reguldrer n-n-Matrix A. Die zugehdrige Vektorabbildung wurde

durch die lineare Abbildung mit der homogenen Gleichung X’=A« X undder gleichen Mat-
rix A beschrieben und wir konnten die Kenntnisse {liber lineare Abbildungen zu Schlussfolgerun-
gen iiber geometrische Eigenschaften verwenden.

Wir wollen nun die Frage stellen, woran man unter den Affinititen die Sonderfille der Ahnlich-
keiten erkennt, die auch noch alle Streckenverhéltnisse und alle WinkelgroRen unverandert las-
sen sowie der Kongruenzen, die sogar auch die Streckenléangen selbst unverindert lassen.

Selbstverstindlich konnen wir diese Sachverhalte nicht mehr in einem beliebigen affinen Paral-

lelkoordinatensystem beschreiben, sondern wir werden im Folgenden stets ein kartesisches Ko-
ordinatensystem im Punktraum und passend dazu eine Orthonormalbasis im zugehdrigen
Vektorraum voraussetzen.

Wir beginnen mit den Kongruenzen:

Bei Kongruenzen bleiben sowohl Léangen wie auch WinkelgroBen erhalten, und daher muss eine
Orthonormalbasis (ONB) wieder in eine solche abgebildet werden. Nun sind jedoch die Spalten
der Abbildungsmatrix genau die Bilder der kanonischen Einheitsvektoren, also der Basisvekto-

ren der ONB. Daher miissen diese Spalten aT der Abbildungsmatrix normiert und paarweise
orthogonal zueinander sein, es muss also gelten g, . a; = dik (Kronecker-Symbol). Das

Skalarprodukt E, . aT muss also gleich 0 sein fiir 1 # k und gleich 1 fiir i = k. Eine Matrix mit
dieser Eigenschaft nennt man eine Orthonormalmatrix.

Wir geben nachfolgend einige Beispiele fiir derartige Matrizen an:

3 4

—si 1 0 5 5

A= Cf)S(/) sin @ A= A= 5 5
sing  cos@ 0 -1 4 3

5 5

Da die Matrix A bis auf ein mogliches Verschiebungsglied C im Punktraum die Abbildung be-
reits eindeutig beschreibt, bedarf es keiner weiteren Forderung fiir das Vorliegen einer Kon-
gruenzabbildung und wir erhalten folgendes Ergebnis:
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Satz 6:

Gegeben sei der n-dimensionale Vektorraum R" mit einer Orthonormalbasis.
Eine reguldre Affinitdt ist genau dann eine Kongruenzabbildung, wenn die zugehorige Matrix

A eine Orthonormalmatrix ist: X’ =A * X+ C ist Kongruenz < A ist Orthonormalmatrix.

Ohne dies im Einzelnen weiter zu begriinden — der Leser wird keine Miihe haben, dies selbst
nachzupriifen — teilen wir noch folgende Tatsache mit:

Die Menge aller orthonormalen n-n-Matrizen bildet mit der Matrizenmultiplikation als Verkniip-
fung eine Gruppe wobei die Determinante jeder orthonormalen Matrix den Wert +1 oder — 1 hat.
Insbesondere erwihnen wir, dass fiir eine orthonormale Matrix M die Inverse leicht gefunden
werden kann, denn sie ist gleich ihrer transponierten Matrix: M =M".

Daraus folgt fiir die Menge aller Kongruenzen des R™:

Satz 7:

Die Menge aller Kongruenzabbildungen des affinen Punktraumes R" bildet beziiglich der Hin-
tereinanderausfithrung als Verkniipfung eine Gruppe. Bei gegebener Orthonormalbasis werden
Kongruenzen durch inhomogene lineare Abbildungsgleichungen der Form

X’=A*X+ C mit Orthonormalmatrix A beschrieben.

Als nichstes wollen wir die fiir Ahnlichkeiten geltenden Bedingungen untersuchen:

Eine gegebene ONB muss bei einer Ahnlichkeitsabbildung zwar wieder in eine orthogonale je-
doch nicht mehr unbedingt normierte Basis tibergehen. Jedoch muss sich jeder Basisvektor mit
demselben Léangenfaktor k verdndern, d. h. wir benétigen nur noch eine Orthogonalmatrix, bei

der jeder Spaltenvektor dieselbe Norm k hat. Daher muss fiir die Spaltenvektoren 5; nun gelten:

a - aT = k2 * §;,. Fiir den Wert der Determinante erhilt man dann den Wert k". Die Matrix A

muss also aus einer Orthonormalmatrix durch Multiplikation jedes Spaltenvektors mit demselben
Skalarwert k entstanden sein.

Satz 8:

Gegeben sei der n-dimensionale Vektorraum R" mit einer Orthonormalbasis.

Eine regulire Affinitit ist genau dann eine Ahnlichkeit, wenn die zugehorige Abbildungsmatrix
A cin Vielfaches einer Orthonormalmatrix ist (jedes Matrixelement ist mit demselben Faktor
k verdndert):

X’=A*X+ C ist Ahnlichkeit genau dann, wenn A k-faches einer Orthonormalmatrix ist.

Auch hier gilt wieder die Gruppeneigenschaft der entsprechenden Matrizen und es folgt:

Satz 9:

Die Menge aller Ahnlichkeitsabbildungen des affinen Punktraumes R" bildet beziiglich der
Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung eine Gruppe. Bei gegebener Orthonormalbasis wer-
den Ahnlichkeiten durch inhomogene lineare Abbildungsgleichungen der Form

X’=A*X+ C mit A als k-faches einer Orthonormalmatrix beschrieben.
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Wir finden also auch auf analytischem Wege wieder eine Einteilung der Geometrie vor, wie sie
Felix Klein in seinem beriihmten Erlanger Programm bereits 1872 beschrieben hat:

Eine bestimmte Geometrie ist die Theorie der Invarianten einer bestimmten Abbildungsgruppe.
Die Invarianten der Affingeometrie sind Geradlinigkeit, Parallelitat und Teilverhaltnisse. Die
zusatzlichen Invarianten der Ahnlichkeitsgeometrie sind WinkelgroRen und Streckenverhéltnis-
se. Die zusatzlichen Invarianten der Kongruenzgeometrie sind Streckenlangen selbst.

Wir wollen diese allgemeinen Ausfiihrungen in diesem Kapitel nun noch mit konkreten Beispie-
len anreichern und beleben. Die notwendigen Zwischenrechnungen iibergehen wir dabei (CAS
benutzen!):

Beispiel 1:
-7 -4 -8 —4
Gegeben ist eine Affinitdt f im R® mit der Gleichung: X’=| 4 3 4 | *X +| 2
4 2 5 2

beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems.

a) Die Abbildung fist nicht ldangentreu, denn 51 2 =81 und daher | 51 | =9.

b) Die Abbildung ist keine Ahnlichkeit, denn @, « &, =48 = 0.

0 -1 -1
¢) Fixpunkte: X’ = X fiihrt auf'E ... X=|-1[+r-] 2 |+s- 0 | als Fixpunktebene.
0 0 1

d) Fixrichtungen ergeben sich mit Hilfe der Eigenvektoren aus der Gleichung X =k* X:
Man erhilt fiir den Eigenwert k = 1 die beiden Eigenvektoren (-1; 2; 0) und (-1; 0; 1) wie zu
erwarten (siche Fixpunktebene E).

Fiir den weiteren Eigenwert k = -1 erhélt man (-2; 1; 1) als Eigenvektor.

Daraus konnen wir folgende geometrische Schliisse ziehen:

Offenbar ist jeder zur Ebene E komplanare Vektor (Linearkombination der beiden aufspannen-
den Vektoren) ein Eigenvektor zum Eigenwert k = 1, bleibt also bei Abbildung erhalten. Der
Eigenvektor (-2; 1; 1) ist jedoch nicht zu E komplanar, also schneidet jede Gerade in dieser Rich-
tung die Ebene E in einem Fixpunkt und muss daher Fixgerade sein, weil ihre Richtung erhalten
bleibt. Folglich handelt es sich bei der Abbildung um eine schiefe Affinitét mit der Fixpunkt-
ebene E in Richtung des Vektors (-2; 1; 1). Da der Richtungsvektor der Affinitit zum Eigenwert
k =—1 gehort, handelt es sich sogar um eine Schrigspiegelung an dieser Ebene. Wiahlen wir nun
ein problemangepasstes affines Koordinatensystem (Ebene E als x-y-Ebene und Richtung (-2; 1;
1) als z-Richtung) dann erhalten wir die folgende Normalform der Abbildungsmatrix

1 0 0
A’=10 1 0
0 0 -1
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Beispiel 2:

4/5 3/5 4
Beziiglich einer ONB ist folgende Abbildung gegeben: X’ = (3/5 4/5] * X+ ( 2}.

a) Der Ursprung wird abgebildet in (4; -2). Die Abbildungsmatrix ist orthonormal, es handelt
sich also um eine Kongruenzabbildung.

b) Fixpunkte und Eigenvektoren:

Die Abbildung besitzt keinen Fixpunkt, denn man stellt bei Berechnung fest, dass die Glei-
chung X’ = X unldsbar ist.

[Mit entsprechenden Kenntnissen aus der Elementargeometrie kann man allein schon daraus
folgern, dass es sich um eine Verschiebung oder eine Gleitspiegelung handeln muss. Auf
Grund der Art der Abbildungsgleichung kann keine Verschiebung vorliegen, also muss es
sich um eine Gleitspiegelung handeln.]

Die Untersuchung auf Eigenvektoren mit dem Ansatz X' =t* X ergibt folgende Ergebnis-
se:

Zum Eigenwert t = + 1 erhdlt man den Eigenvektor (3; 1).
Zum Eigenwert t = -1 erhilt man den Eigenvektor (-1; 3).

Wir wihlen diese Eigenvektoren als neue Basisvektoren. [Auf Normierung verzichten wir].

1 0
3 j erhalten wir die Normalform B=T"'+« A « T= (0 J.

Bei Durchfiihrung der Transformation erhélt man die neuen Abbildungsgleichungen im neu-

. 3
Mit T = [1

1
en Koordinatensystem mit Y’=B « Y + (Oj Beachten Sie bitte, dass die Trafomatrix T

zwar orthogonal, jedoch nicht normiert ist. Daher hat das neue Koordinatensystem andere
Langen der Basisvektoren (T beschreibt eine Ahnlichkeitstrafo).

Beispiel 3:

3/5 4/5 -2
Beziiglich einer ONB ist folgende Abbildung gegeben: X’ = (4/4 3/5j o« X + ( 4 ]

a) Die Abbildungsmatrix A ist orthonormal, es handelt sich also um eine Kongruenzabbildung.

b) Fixpunkte: Man findet folgende Fixpunktgerade (Achse) a: a... X = (-5;0)+r*(2;1).
[Bei Kenntnis der Elementargeometrie kann man allein schon daraus schlieen, dass es sich
um eine Achsenspiegelung handeln muss].

c) Fixrichtungen (Eigenvektoren):

Man erhélt zum Eigenwert t = 1 den Eigenvektor (2; 1) [Siehe Achse a]

Man erhilt zum Eigenwert t = -1 den Eigenvektor (-1; 2), dieser ist zum ersten orthogonal.
d) Man erhélt die Normalform der Abbildungsgleichung in zwei Schritten:

Zuerst wihlen wir einen Fixpunkt z. B. (-5; 0) als neuen Ursprung und erhalten damit die
Abbildungsgleichung der Form Y’ =A » Y.

Im zweiten Schritt transformieren wir mit den Eigenvektoren als neuen Basisvektoren. Diese
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2
sind die Spalten der Trafomatrix T = (1 J Damit wir eine kongruente Transformation

) . 1 . o .
erhalten, miissen wir T noch normieren zu S = — * T. Damit erhilt man schlieB8lich die fol-

NG

gende Normalform mit der Abbildungsmatrix

0) . 1 0
in der Form 7’ = 0

1
B=S'+A.S= (0 j « Z, woran man ohne weiteres die

Spiegelung an der 2. Achse erkennt.

Beispiel 4:

Gegeben sind in einem affinen Parallelkoordinatensystem des R* die folgenden vier Punkte so-
wie deren Bilder:

A(0; 1; 0) B(1;1;0) C(2;0;0) D(0;0;2) und
A’(2;0;0) B’(1; 1; 0) C(0; 1, 0) D’(2; 2; -2).
Man bestimme und untersuche die zugehorige Affinitét.

a) Wir berechnen die Vektoren AB, AC und AD sowie deren entsprechende Bildvektoren aus
den gegebenen Punkten. Die Abbildungsmatrix M fiir Vektoren muss die aus den Spalten der
drei Vektoren gebildete Matrix in die mit den Spalten der Bildvektoren iiberfiihren. Das ergibt

-1 =2 0 1 2 0
folgendes Gleichungssystem: | 1 1 2 |=M=+« [0 -1 -1]|,die man mit Hilfe der in-
0 0 -2 0O 0 2
-1 0 0
versen Matrix der rechten Seite 16st. Man erhalt M= | 1 1 3/2].
0 0 -1

Durch Einsetzen eines der Punkte in die Gleichung X’ =M « X + C erhilt man den inhomoge-
nen Anteil C = (2;-1; 0).

Untersuchung auf Fixpunkte ergibt die Fixpunktgerade (Achse)
g...X=(1;0;0)+r*(0; 1; 0).

Untersuchung auf Eigenwerte ergibt zum Eigenwert t = 1 den Vektor (0; 1; 0) (siche Achse g).
Weiter erhélt man zum Eigenwert t = -1 die beiden Eigenvektoren (-2; 1; 0) und (-3; 0; 2).

Wir transformieren die Abbildungsmatrix M mit Hilfe der Trafomatrix T, deren Spalten die drei

1 0 0 0 -2 -3/2
Eigenvektoren sind, zuB=T'« M« T=|0 -1 0 [mitT=|1 1 0
0 0 -1 0 0 1

Offenbar handelt es sich bei dieser Abbildung um eine Achsdrehung um die erste Achse um 180°
(Halbdrehung), wie man an der Normalform erkennen kann.
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6. Anhang

Anleitung zur Nutzung von MAPLE in der Linearen Algebra

Viele der Routinen, die in fritheren Zeiten miihevoll ,,von Hand* ausgefiihrt werden mussten und
daher intensiv trainiert wurden, konnen heute bequem, sicher und schnell mit Hilfe eines Com-
puters erledigt werden. Es ist daher unnétig, solche Routinen einzuiiben. Stattdessen ist eine bes-
sere begriffliche Durchdringung der mathematischen Inhalte und Verfahren angezeigt.

Mit der folgenden kurzen Einfiihrung in MAPLE (hier benutze Version 6) mochten wir die Zu-
gangsschwelle zu Computer-Algebra-Systemen (CAS) fiir Lernende moglichst niedrig halten.
Wir leiten zum Gebrauch einiger wichtiger Routinen in diesem Bereich an.

Falls Sie absoluter Neuling im Umgang mit CAS-Systemen sind, finden Sie eine kurze Einfiih-
rung in MAPLE z. B. als Anhang in meinem Skript ,,Einfiihrung in die Elementare Kombinato-
rik* unter folgender Internetadresse:

http://www.ph-ludwigsburg.de/4251.html

Nach dem Einschalten des Systems MAPLE wird zuerst das Routinenpacket (package) fiir die
Lineare Algebra mit dem folgenden Befehl aufgerufen:
>with(linalg);

Warni ng, the protected names norm and trace have been redefined and unpro-
tected

[ BlockDiagonal , GramSchmidt, JordanBlock , LUdecomp, QRdecomp, Wronskian ,
addcol, addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub , band, basis, bezout,
blockmatrix , charmat, charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan,
companion , concat, cond, copyinto, crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det,

diag, diverge, dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectors, eigenvects,
entermatrix, equal, exponential , extend, ffgausselim , fibonacci , forwardsub ,

frobenius, gausselim, gaussjord , genegns, genmatrix, grad, hadamard , hermite,
hessian, hilbert, htranspose , ihermite, indexfunc, innerprod , intbasis, inverse,
ismith, issimilar, iszero, jacobian , jordan, kernel, laplacian , leastsqgrs, linsolve,

matadd , matrix, minor, minpoly , mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize,
nullspace, orthog, permanent, pivot, potential , randmatrix , randvector, rank,

ratform, row, rowdim, rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals , smith,
stackmatrix , submatrix, subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz,
trace, transpose , vandermonde , vecpotent, vectdim, vector, wronskian ]

Damit ist eine Fiille von Routinen verfiigbar. Einige dieser Routinen haben wir am Schluss die-
ses Anhangs mit kurzem Kommentar erldutert. Ausfiihrliche Hinweise finden sich in der
MAPLE-Hilfe. Dazu markiert man den betreffenden Befehl und klickt mit der Maus im Menue-
punkt ,help* auf ,,help on ...“. Die eingebauten Hilfen sind gut strukturiert und durch einleuch-
tende Beispiele illustriert.
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Wie generiert man einen Vektor bzw. eine Matrix?

Ein Vektor ist eine Liste von Zahlen. Normalerweise wird ein Vektor als Spaltenvektor darge-
stellt. Will man einen Zeilenvektor erzeugen, muss man die Option row wahlen.

Eine Matrix ist eine Liste von Vektoren und zwar iiblicherweise von Zeilenvektoren. Man er-
zeugt eine Matrix deshalb in der Regel durch die Liste ihrer Zeilenvektoren (als Listen).

Sind dagegen die Spaltenvektoren gegeben, so kann man durch anschlieBendes Transponieren
(siehe transpose) die Spalten in Zeilen iiberfiihren.

>v:= Vector([1,2,3,4]);
w:= Vector[row](3,[1,2,3]);
= Vector([1,2]);
y:= Vector[row]([3.,4,5]);
A:= Matrix([[1,2,3],[4.5,61D);
1= Matrix(3,2,[[1.2].[3.41.[5.61D:
C:= Matrix(3,3,[[1,0,1],[0,1,0],[1,2,311):

:= Matrix([[w],[YID:
1
2
V=
3
4
w:=/[1,2,3]
1
X =
2]
y:=1[3,4,5]
a1 23
4 5 6
1 2
B=|3 4
5 6
1 0 1
C=(0 1 0
1 2 3
1 2 3
F:=
[3 4 s
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Die elementaren Zeilenoperationen einer Matrix:

Wir stellen hier nur die elementaren Zeilenoperationen vor. Will man entsprechend auf den Spal-
ten operieren, so kann man die Matrix zuerst transponieren, dann die Zeilenoperationen anwen-
den und das Endergebnis wieder transponieren. Allerdings gibt es zu jeder Zeilenoperation die
entsprechende Spaltenoperation ebenfalls als fertige Routine (siche package linalg).

e Das Vertauschen zweier Matrixzeilen geschieht mit dem Befehl swaprow:

swaprow(A, rl, r2) vertauscht in der Matrix A die Zeilen mit den Nummern r1 und r2.

Analog dazu swapcol. Wir wollen z. B. in der obigen Matrix C die Zeilen 2 und 3 vertauschen:

> swaprow(C,2,3);
1 0 1
I 2 3
0 1 0

e  Das Durchmultiplizieren einer Matrixzeile mit k erfolgt mit dem Befehl mulrow.

malrow(A, r, t) multipliziert die Zeile r mit dem Faktor t. Analog gibt es den Befehl mulcol.

Wir wollen die zweite Zeile von B mit 3 multiplizieren:

>mulrow(B,2,3);
1 2
9 12
5 6

e Ein Vielfaches einer Zeile wird zu einer anderen addiert mit dem Befehlt addrow.
addrow(A, rl, r2, k) addiert das k-Fache der Zeile r1 zur Zeile r2. Analog dazu addcol.
Wir wollen in der Matrix B das 5-fache der ersten Zeile von der dritten subtrahieren:

>addrow(B,1,3,-5);

2
3 4
0 -4

Damit haben wir die Befehle fiir die elementaren Matrixoperationen zur Verfiigung und schlie-
Ben hier nur noch die S-Multiplikation einer Matrix mit dem Befehl scalarmul an:

Die Matrix C soll mit dem Wert 2 durchmultipliziert werden:
>scalarmul (C,2);

N O N
&~ D O
AN O N
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Addition von Matrizen:
>matadd(A,F);

2 4 6

7 9 11
Multiplikation von Matrizen:
>multiply(A,B);

22 28
49 64
Losung eines linearen Gleichungssystems:

> linsolve(B,w); Damit wird das Gleichungssystem B e X =W gelost.
1
2]

Wir geben in der folgenden Aufstellung fir die wichtigsten Routinen jeweils eine kurze
Beschreibung. Genauere Hinweise finden Sie in der HELP-Funktion von MAPLE.

addrow(M, r1, 2, k) Addiert zur Reihe r2 der Matrix M das k-fache der Reihe rl.
Analog addcol fiir Spalten (Kolumnen)
angle(vl, v2) Berechnet den Winkel zwischen zwei n-dimensionalen Vektoren
mit Hilfe des euklidischen Skalarprodukts
concat(A, B) Vereinigt zwei Matrizen A und B mit gleicher Reihenzahl horizon-
tal zu einer einzigen Matrix (Konkatenation)
basis(A, colspace) Berechnet eine Basis des von den Spaltenvektoren der Matrix A
aufgespannten Raume. Analog rowspace fiir Zeilen (Reihen).
col(A, 1) Extrahiert den i-ten Spaltenvektor aus einer Matrix A.
Analog row(A, 1).
col(A, i..k) Extrahiert die i-te bis k-te Spalte einer Matrix A.
Analog row(A, 1..k).
colspace(A) Berechnet eine Basis des Spaltenraums einer Matrix A.
Analog rowspace(A).
crossprod(vl, v2) Berechnet das Kreuzprodukt zweier Vektoren im R3.
delcol(A, r..s) Entfernt die Spalten r bis s aus der Matrix A.
Analog delrow(A, 1..s)
det(A) Berechnet die Determinante einer quadratischen Matrix A
eigenvalues(A) Berechnet die Eigenwerte einer Matrix A
eigenvectors(A) Berechnet Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.
extend(A, m, n) Erweitert die Matrix A um zusitzliche m Zeilen und n Spalten.
gausselim(A) Fiihrt die Gausselimination fiir die Matrix A in Dreiecksform

durch. Rang und Determinante dabei optional.
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gaussjord(A)

geneqns(A, x, b)

genmatrix(eqns, vars)

innerprod(u, A, v)

intbasis(S1, S2, ..., Sn)

inverse(A)

jordan(A, P)

kernel(A)

linsolve(A, b)

matadd(A, B)

Matrix(r, s, [Elementeliste])

Matrix([ [reihe 1], [reihe 2]....
mulcol(A, ci, t)

multiply(A, B, C....)
normalize(V)
rank(A)

scalarmul(A, t)

stackmatrix(A, B)

submatrix(A, rl..r2, cl..c2)

subvector(A, rl..r2, ¢)

swapcol(A, cl, c2)

transpose(A)

Fiihrt die Gauss-Jordan-Elimination fiir die Matrix A durch.
Rang und Determinante konnen optional dazu gewéhlt werden.

Generiert die linearen Gleichungen zu gegebenen Matrix A, Vari-
ablenliste x und rechte-Seite-Vektor b.

Generiert die Koeffizientenmatrix zur gegebenen Menge eqns von
Gleichungen und der Variablenliste vars.

Berechnet das innere Produkt einer Serie von passenden Vektoren
oder Matrizen.

Berechnet fiir eine Serie von Vektorrdumen eine Basis des Durch-
schnitts

Berechnet - falls vorhanden - die zu einer quadratischen Matrix
inverse Matrix.

Berechnet die Jordansche Normalform J von A und (optional) die
zugehorige Trafomatrix P mit J = P *A*P

Berechnet eine Basis des Kerns der Matrix A.
Synonym: nullspace(A).

Berechnet die Losung x fiir die Gleichung A * Xx=b.
linsolve(A, B) fiir Matrizen.

Berechnet die Summe A + B zweier Matrizen.
Optional: matadd(A, B, r, s) ergibt rA + sB.

Erzeugt eine Matrix mit r Reithen und s Spalten mit den (r * s) Ele-
menten der Liste

,[reihe n]); Erzeugt eine Matrix mit den Zeilenvektoren reihe i.

Multipliziert die Spalte ci der Matrix A mit dem Ausdruck t.
Analog mulrow(A, i, t)

Multipliziert die Matrizen A, B, C,...
Normiert einen Vektor v auf den Betrag 1.
Berechnet den Rang der Matrix A.

Multipliziert die Matrix A (auch Vektor) mit dem skalaren Aus-
druck t.

Baut passende Matrizen (gleiche Spaltenzahl) senkrecht unterein-
ander (vgl. concat).

Wihlt eine Teilmatrix der Reihen rl bis r2 und der Spalten c1 bis
c2 aus A aus.

Wihlt aus der Matrix A in der Spalte ¢ den Vektor von Reihe r1 bis
r2 aus.

Vertauscht in der Matrix A die Spalten c1 und c2.
Analog swaprow(A, rl, 12).

Berechnet die zu A transponierte (gestiirzte) Matrix.

Vector[row]([Komponentenliste]) Erzeugt einen Zeilenvektor.

Analog Spaltenvektor (ohne Option col).



